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Steenrod 运 算 和 同 伦 甘 (D  | 
周 学 交 


( 南 开 大学) 


屋 ”为 一 大 于 1 的 整数 , bp 为 一 奇 素数 , 当 > <mm < xz 十 45 一 5 时 ，J. P. Serre 在 
[5][6]( 指 参考 文献 [5] 和 [6]) 中 确定 了 [CCI。(S”) ， 力 ). (C(4, 四 ) 表 示 交 换 玫 4 的 如 分 量 
天) J. C. Moore 和 [5] 同时 得 出 了 上 比 [5] 较 深 刻 的 辕 果 , 他 在 [4] 中 确定 了 当 # 才 到 二 
<zxz 十 bb 一 7 时 ，C(D。(S")b) 的 代数 构造 ,此 后 ，H. Cartan 还 得 出 了 更 深刻 的 辕 果 . 

作者 在 [3] 中 ,已 经 把 [5] 的 和 结果 推广 到 更 一 般 的 (> 一 1) 维 C 连通 空间 上 去 ， 本 六 
的 目的 则 将 [6] 和 [4] 中 的 一 部 分 千 果 推 广 到 更 一 般 的 (* 一 1) 一 C 连通 窄 间 上 去 ， 当 
2 < mm < min (2 一 1, 2 十 45 一 5) 时 ,我 们 将 用 同调 理 和 Steenrod 运算 在 同 秋 车 上 的 对 候 
运算 去 确定 CGI。(X)7;， 思 )。 以 后 ,我们 炎 续 研究 推广 J. C. Moore 和 蕊 .Cartan 的 工作 . 

Hurewicz 利用 同 偷 生 到 同调 一 的 自然 对 应 @ 确定 了 浊 一 1) 连通 空间 的 ” 蕉 同 偷 
王 到 ” 维 同 调 邓 的 同 构 关 系 , 在 [3] 中 ，, 我 们 用 0 去 讨论 了 蕉 数 更 高 的 同 偷 创 和 同 维 的 同 
调 邓 的 某 种 C 同 构 关系 , 本 文 则 对 于 自然 对 应 的 核 @O (0), 利 用 Steenrod 的 涡 画 染 积 的 
办 法 ,介绍 了 同 偷 二 到 低 维 同调 车 的 第 二 类 自然 同 态 对 应 。 第 一 ,二 类 自然 同 态 对 应 将 是 
本 廊 确 定 同 偷 二 的 分量 本 的 构造 的 基本 工具 ,以 后 我 们 将 介 胡 更 高 类 的 自然 对 应 . 

$ 1 将 对 本 文 所 使 用 的 一 些 符 号 作 一 些 悦 明 。$ 2 将 介 绍 Steenrod 乘 方 及 其 对 偶 运 算 
的 一 些 简单 性 质 . $ 3 则 介 契 同 偷 至 的 第 二 类 自然 同 态 对 应 。 5 4 介 要 同 赫 震 的 上 边 迷 








运算 ， 4 5 叙述 本 女 的 主要 和 辐 果 。 $ 6 介 络 一 般 空间 的 相当 于 复 形 的 z= 雁 架 (or-skeleton) 


的 多 面体 P。 $ 7 则 利用 众 间 对 (X, P) 的 同 偷 震 的 关系 去 证 明 $ 5 所 令 述 的 主要 粘 果 . 
$ 8 介绍 相对 同 偷 地 的 第 二 类 自然 同 态 对 应 .$ 9 则 令 述 相对 同 偷 生 的 类 似 的 定理 . 


$ 1 “一 些 符号 的 议 明 


本 文 虽然 是 [2] 的 一 个 糙 结 ,但 是 由 于 [2] 中 的 符号 较 繁 ， 本 区 的 等 时 和 [2 不 楷 和 全 
”一致 的 ,所 以 ,这 里 特 将 本 文 所 使 用 的 符号 作 一 些 说 明 , . 


(a) 关于 晨 论 的 一 些 符号 


和 一 般 文 献 一 样 , 我 们 用 2 来 表示 整数 符 ，Z。 表示 模 刀 整数 生 。 

本 文 所 考虑 的 都 假定 是 一 个 固定 的 奇 素数 ,下 一 文 我 们 将 讨论 三 2 的 情形 ， 我 
们 用 C 表示 所 有 这 种 交换 天 所 成 的 替 类 , 写 所 包含 的 交换 二 中 的 元 素 的 灵 数 (对 于 对 4 的 
任 一 元 素 *, 使 xz = 0 的 最 小 正 整数 称 为 x 的 区 数 ， 如 果 这 种 正 整数 不 存在 ， 我 们 表 > 
的 欣 数 是 无 穷 大 ) 都 是 一 个 与 ? 互 质 的 整数 ， 如 果 用 T(p) 表示 所 有 不 等 于 ?的 素数 所 
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成 的 集 , 这 里 的 二 类 C 相当 于 [2] 中 的 震 类 Cr)。 

屋 4 了 是 两 个 交换 要，1:4 一 了 3 是 一 个 同 态 对 应 ， 如 果 广 (0)EC， 称 了 是 C 一 一 
的 ,如 果 罗 /1(4)E C， 称 于 是 C 变 上 的 ,如 果 j1 是 C 变 上 的 双 是 C 一 一 的 , 则 称 f 是 一 个 
C 同 构 对 应 ,如 果 4、 了 3 是 两 个 有 限 才 , 利用 4 和 了 的 分 解 , 很 容易 襄 明 , f 是 一 个 C 同 构 
对 应 的 充分 必要 条 件 是 了 引起 了 一 个 由 C(4,p) 到 C(B, z) 的 同 构 对 应 . 

如 果 4 是 一 个 交换 二 , am, .……:an 为 4 中 的 一 组 元 素 ,如 果 使 ha 十 lz 十 .… 十 nan 一 
=0 的 整数 1. …)j 一 定 使 Ne = 12e 一 … :一 oan 一 0( 不 一 定 人 一 0,j 一 0,……), 我 
们 称 zj)…… .yi 是 线性 无 关 的 ,我 们 用 [mo …,ewn] 表 示 4 中 所 有 这 种 元 素 ha 十 .… 十 
十 Xuav 所 成 的 子 侍 ;如 果 m………,ewn 的 次 数 不 是 少 的 乘 数 次 乘 老 就 是 无 穷 大 ,而 且 [wa，……， 
za 到 4 的 内 射 对 应 是 一 个 C 同 构 对 应 ;我们 称 m,.…,an 是 4 的 一 组 C 基底 .如 果 4 是 
一 个 具有 有 限 多 个 母 元 素 的 交换 替 , 利用 4 的 分 解 , 可 以 很 容易 说 明 , 4 至 少 有 -一 组 C 基 
底 。 如 果 姑 4 一 了 是 一 个 同 态 对 应 , 则 1 是 C 同 构 的 充分 必要 条 件 是 : 屋 ce …，an 为 
邓 的 任何 一 组 CC 基底, 则 je)…… .fco) 为 也 的 一 组 C 基 底 , 而 且 , cc， .……，cn 和 T(cl) 
…-.f(es) 具有 相同 的 次 数 ， 


(b) 关于 拓扑 学 上 的 一 些 符号 


这 里 的 同调 地 都 假定 是 连续 同调 替 ,如果 没 有 指出 系数 季 ， 和 一 般 文献 一 样 , 我 们 是 
假定 以 整数 为 系数 的 . 

”本 妇 所 考虑 的 空间 都 假定 是 单 连 通 的 , 它 的 同调 十 都 假定 具有 有 限 多 个 母 元 素 , 因 而 
它 的 同 偷 香 也 具有 有 限 多 个 母 元 素 。 由 于 它 是 单 连通 的 , 着 虐 它 的 同 偷 王 时 可 以 不 考虑 
它 的 基点 (reference point)。 
机 让 X 一 Y 为 一 映 象 , 我们 用 人 # 表示 由 了 所 引起 的 上 同调 琴 的 同 态 对 应 , 用 太 表 
” 示 由 了 所 引起 的 同调 地 的 同 态 对 应 . 

裔 .e 为 绝 连 通 空间 X 的 一 个 腔 胞 , 我 们 也 用 B”" 表示 和 的 特征 映 象 所 确定 的 连续 单 
形 钴 ， 如 果 8 是 一 个 普通 循环 或 者 模 清 循环, 写 所 在 的 普通 同调 类 或 者 模 ”同调 类 用 
[ gm]。 表 示 , 如 果 8” 是 一 个 普通 上 循环 或 者 模 p 上 循环 , 它 所 在 的 普通 上 同调 类 或 者 模 
bp 上 同调 类 则 用 [E”]#* 表示 

屋 ua: sw" 一 X 为 一 映 象 ,我 们 也 用 w 表示 w 所 在 的 同 偷 类 , II。(X) 到 | 妃 。(X) 的 同 态 
对 应 C@。( 用 C。(a) = x([S”],) 来 确定 ) 称 为 同 丛生 到 同调 埋 的 第 一 类 自然 对 应 ， 或 简 _ 
称 同 偷 重 的 自然 对 应 .， 

珊 庆 和 一 Y 为 一 个 映 象 ， 由 了 所 引起 的 由 贡 。(X) 到 。(Y) 的 同 态 对 应 仍 用 了 表 
示 , 即 对 wEJ。 (X) 规定 fa) = ja. 

从 选 塌 的 观点 看 来 ,我 们 使 用 的 符号 是 有 一 定 的 缺点 的 ,但 是 它 可 以 节省 很 多 宛 长 的 
襄 明 和 符号 ,而 且 在 本 廊 中 不 会 引起 任何 的 误会 . 


2 Steenrod 和 肛 方 及 其 对 偶 运 算 


屋 和 为 一 拓扑 空间 ， 我 们 用 S 一 : 妃 " (X; Zo)， 巡 ””“(X; Ze) 表示 在 [8] 中 定义 的 
运算 急 ', 我 们 用 Seoo: 已 op- (X; Zp) 一 妃 。(X; Zp) 表示 Se 的 对 偶 运 算 , 郎 由 下 面 
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公式 所 确定 的 对 偶 运 算 . 
对 xf6 万 ,+2p 一 : (X ; Z)， EECX; Zp)， 
Soo-i(z) .一 x Se 人 (o)， 
这 里 表示 上 同调 硬 和 同调 二 的 Kronecker 乘积 . 
如 果 用 六 表示 由 整数 重 到 模 ? 整 数 生 所 引起 的 由 吾 .(X) 到 吾 。 (CE; Zo) 的 同 态 对 应 ， 
Stzp 玉 : 瑟 。2p 一 2 (X) 一 万 。 (X; Z) 用 So 一 表示 . 

下 面 的 命题 应 证 是 早已 知道 的 结果 ,但 是 作者 从 未 风车 写 的 正式 入 进 及 昔 明 ,为 了 完 
备 起 见 , 这 里 给 出 一 个 证 明 , 

命题 1， 疏 wk C(I0。 (Sbp) ,而且 a 壮 0 到: 为 一 个 边 翼 用 映 象 ge 与 S 和 兴 
合 的 2 十 2 一 2 维 腔 胞 , 则 SS 一 ([S"]) 羡 0. 

证 ， 先 假定 > 为 一 奇数 ,和 一 般 文献 一 样 , 我 机 用 天 (Z, =) 雪 示 = 和 维 同 丛生 为 Z 而 其 
他 同 偷 硬 为 零 重 的 Eilenbierg-Maclane 空间 ,我 们 可 以 作 一 个 出 瑟 守 一 到 KGCZ， m) 的 连 入 
上 映 象 了 使 了 引起 一 个 由 D。 (BE" 一 ) 一 Z 到 卫 。(K(Z, m)) 一 的 同 构 对 应 ,由 于 各 盖 关 
时 ， 刀 。 (S*) 是 一 个 有 限 骆 ， 而 当 > < < 十 锡 一 5 村 四 子 z 十 2 一 和 时 ， 直 上 


或 [5]， CCD。 (S?) , 力 ) 一 0， 当 zz + 22 一 3 时 CH。(s)。p) 一 Zo， 由 本 的 作 


法 及 Bt 一 ，S 的 同 偷 重 的 序列 的 恰当 性 ， 可 以 赣 天 当 z 志 m 委 王 卡 邓 一 3 时， 
C(D(CE"+2 一 ) ,) 一 0 由 于 当 mm 壮 时 ， 卫 。 (天 (Za)) 一 0， 因 丙 当 一 委 m< 克 42p 一 3 
时 , f 引起 一 个 由 肛 。(Ee+2t 一 ) 到 万 。(KCZ,z)) 的 C 同和 构 对 应 , 而 当 m 关 一半 卡 22 一 2 时 ， 
f 引起 一 个 由 了 有。 (Pet 一 ) 到 也 (天 (Z, 2)) 的 C 变 上 上 对应， 机 网 jiasehesd-Serre 定理 ( 见 
[5]), 当 >” 和 和 ”> 十 25 一 3 时 们 是 一 些 由 瑟 " (天 (Z, z); Z) 到 忆 "CE ZN 的 同 
构 对 应 ; 当 m 一 ”十 2 一 2 时 ， 则 久 : 瑟 "( 民 (Za)3 Do)] 一 妞 " (BE Zo) 是 一 全 一 
一 的 同 态 对 应 , 屋 x6 已"( 玉 (Z， 2)) 而 且 产 (a) 一 [3 :到 直 11] 定理 6: SC (os 0， 
因此 Se-([S”]*#) 一 Se 一 ( 人 #(z)) = 六 (See 一 (zz)) 半 0 

如 果 ”为 一 偶数 ， 珊 本 f-! 为 由 本 雪 X 《一 1 1 一 工 切 表示 太一 1 王 为 六 
点 的 开 区 间 ) 把 Be+2 一 X{【 一 1) 和 本 志 一 X { 人 1 分别 和 挝 合 为 两 个 不 同 的 点 的 (= 十 太一 
一 1) 维 腔 胞 ， 珊 这 个 兴 合 映 象 为 T， 我 们 可 以 很 定 到 尝 中 的 点 z 与 Eee 中 的 点 
TI((Cx，0)) 迭 合 , 郎 本 所 一 与 ICE X (0) 渤 合 . 

防 : Et 一 JEe X (037)7， 

玉 2+212 一 ! .一 ICEeteve 色 (一 0))， 

由 于 T(S"” X (一 1, 1 )) 和 一 个 (>” 十 1) 维 球 拓 扑 间 是 ,区 LS” X (一 1.1)) 则 用 3 表示 ， 
显然 w+22 一 2 2 到 2+2 一 ! 门 五 2+22 一 ! 

和 一 般 文 献 一 样 ,我 们 用 厂 表示 由 也 .(3*) 到 轴 -: 区 SS) 的 同 稚 瑟 和 佘 (suspension)， 
则 Bt2-: 可 以 看 为 由 边界 用 映 象 FE(a) 与 S3"1 渤 合 的 (= 十 22? 一 苛 维 腔 胞 , 则 Ba)te6 


C(D。:zo- (S+D，)。 由 [5]，BE (a) 壮 0, 由 于 = 十 荆 为 奇数 。 如 时 改 Se 《Se]*) 一 


一 有 [Et 一]*#)， 则 天 六 0modz。 
设 由 Be+2-1 到 (Bot Tt 的 包 合 贞 象 为 了 由 于 亚 近 一 可 以 压 粹 为 一 点 ,对 任 
意 z > 0, 信 :DY(Fn+2t-1，F2+2t-1) 一 Im( Fn+2 1) 是 一 个 间 构 对 应 发 本 (Eee Eee 3) 
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到 (+ 一 万 ? + 一 1) 的 包含 映 象 为 zi， 则 由 可 制 性 公理 (axiom of excision)， 则 对 任意 
妨 > 0， 痒 : 刀 ” (Be ，BYt2I) 一 有 ” (BF2+2l，Fot 2) 是 一 个 同 构 对 应 ， 屋 由 
HH (Bo 一 ; Zp) 到 有 "+ICBE2+t2 0 Bot 3; Zo) 的 边 检 运算 为 5, 由 于 Bet+2-! 可 以 压 纺 为 
一 点 , 6 是 一 些 同 构 对 应 ,可 以 选 S"#: 的 定向 (orientation) 使 [S?*+1]*# 一 六 ( 搓 )-16([S"]*)， 
则 S 久 一 ([8S?1] ) 一 St 一 语 ( 厦 )-5([S"]#) 一 六 ( 主 )- 6See([S*]*)， 则 See 一 ([S=]*#) 一 
ee 一 Sot-2([ So+1]s) me SG) 人 (TB ]4) ae 六 0 . 

( 诈 毕 ) 


命题 ! 的 对 侦 命 题 是 Se 一 ([ 瑟 所 一 ]s) 六 0， 因 而 92 一 ([ Pt 一 ]*) 拓 0. 
和 [5] 一 样 ,我 们 用 S*"|z 表示 这 样 一 个 (> 十 1) 维 腔 胞 , 它 的 边界 用 一 个 Brouwer 次 
数 为 上 的 映 象 与 ” 维 球 8" 泛 合 ,在 [5] 中 已 经 证 明 , 下 烈 序列 


0 一 卫 ,. (S") Q@ DZ 一 耻 。.(S*|1z) 一 丰 .(S")*Z, 一 0 


当 关 委 六 委 22 一 2 时 是 恰当 的 ,这 里 @ 表 示 和 二 的 张 量 乘积 ,*# 表 示 下 的 扭 乘积 . 
如 果 : 是 ?的 一 个 乘 害 ,而 有 全 w* 十 2 一 2 和 2 一 2， 则 当 z>< 科 妆 2 十 2 一 3 时 ， 
了 1。(S?*| 1 一 0,02o3(CS?| 让) 一 Zp， Jp 一 2(S?|2) 一 Z;。 角 ;为 由 3? 到 S?|t 的 包含 映 象 ， 
akEC(II。o-3(S) . 力 )， 而 且 w 六 0, 则 ;ia6E 了 US|i， 而 且 ia 壮 0， 利 用 映 象 ,我 
们 很 容易 得 到 下 面 的 命题 。 

命题 2， 假定 > 十 2 一 3 委 22z 一 2,ax6E 了 Jo 3(S*t); 而且 广 0，B2+22 为 一 -个 
边界 用 映 象 w 与 3"|2) 友 合 的 (> 十 2 一 2) 维 腔 胞 , 则 Se 一 [3S"] ) 二 0. 

命题 2 的 对 偶 命 题 也 是 Seo 一 ([ 本 垃 一 ]s) 六 0， 因而 92oo-([Bt 一 ]:) 六 0. 

命题 3， 假定 z 十 2 一 2 和 2 一 2, BEDsrp-(S"|i， 而 且 B 二 0，B"t2 一 是 一 个 
边界 用 映 象 B 与 8"|*# 光合 的 * 十 22 一 工 维 腔 胞 , 则 See-z([S"| 2]*) 六 0. 

钾 . 先 将 丈 “ 一 的 子 集 8" 失 合 为 一 点 , 屋 这 个 兴 合 映 象 为 TI。 更 屋 T|(3"|a = 几 
则 sz 泛 合 为 一 个 (> 十 1) 维 球面 8"+1， 而 Be 则 碗 合 为 一 个 边界 用 映 象 JB 与 8S“+1 
迭 合 的 > 十 22 一 工 蕉 腔 胞 王 拉 一 ， 利 用 [5] 中 的 讨 草 可 以 表明 JB 交 0， 因 此 如 果 设 
See-2KC[S*+L]*#) 一 下 [ 瑟 P+22 一 ]#， 则 大 反 0 mod, 则 Stze-2([S*|z]*) 一 Stzt-27 呈 ([ Se+1] 中 ) 一 
2 IEBRREC[S”) aa Ts (大 [ 瑟 ?+2 一 ] 池 ) ea 2 半 0. 诈 毕 . 

命题 3 的 对 偶 命 题 也 是 Stbzpo-:([ 一]s) 扩 0， 因 而 92bo-([B 一]s) 六 0. 


$3 同 偷 舌 的 第 二 类 自然 对 应 


Steenrod 在 [9] 中 , 利用 恰当 序列 的 同 态 对 应 ,介绍 了 映 象 的 一 些 上 同 笛 不 变量 ,将 他 
的 方法 对 偶 化 ,我 们 可 以 得 出 映 象 的 一 些 同 调 不 变量 ,利用 这 些 同 调 不 变量 ， 我 们 就 可 以 
介绍 同 偷 玫 的 第 二 类 自然 对 应 了 . 

设 大 Y 一 X 为 一 连 配 映 象 ,如 果 用 XI 表示 由 了 所 引起 的 映 象 柱 体 "， 和 一 般 文 献 一 





1) 我 们 可 以 假定 YX(0,1) 与 X 汲 有 任何 公共 点 ,如 果 在 YX(0,1)UX 中 ,将 YX(0,1) 中 的 点 (?, 1) 与 X 中 的 
点 帮 ?) 迭 合 为 一 点 ,所 得 的 空间 称 为 了 的 映 和 象 柱 体 ,我 们 用 Xy 表示 它 。 爸 由 YX(0,1)UX 到 XI 的 渤 合 映 象 
为 也 一 般 总 是 把 Y 与 X1 中 的 子 集 KCYX {0}) 看 为 同一 空间 ,X 与 Xf 中 的 ICX) 看 为 同一 个 空间 , 即 把 Y 和 X 
都 看 为 X1 的 子 集 。 


间 
必 
va 
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样 ， 我 们 可 以 把 X 和 Y 都 看 成 Xi 的 子 集 ， 慨 由 X,，Y 到 Xi 的 包含 映 象 为 ij 直 2 到 
(XpY) 的 包含 映 象 为 g, 考虑 下 列 图 形 


一 有 (X1D 一 - 末 -e(CXYT 
| SA tt 一 ， | SA to 一 | 2 ts 一 | St 一 


一 一 02p-3(CX1 DZp) 一 万 02p-3)(X1 73 Zo) 一 一 万 (2z-0(Y; DZ) 一 囊 oa(X1; DZ) 

慨 xEE。(Y);, 而 且 杂 (x) 一 0,9zoo-x(x)=0. 则 用 同调 他 序列 的 恰当 性 ,在 sa(CXZ) 中 
一 定 有 一 个 wo6E 万 HGCXfY) ,使 6(o) 一 zw 由 于 25Atbp-(o) 一 22bo(eo) 王 Sbo (xz) 王 0， 
在 刀 。op-3(X1; Zp) 中 一 定 有 一 ww 使 gs(w") = Seo-x(x)， 由 于 Xi 和 和 是 同 偷 同 胚 的 ， 
; 是 一 个 同 偷 等 价 对 应 ，ia 是 同 构 对 应 ， 因 此 可 以 屋 计 (ww') = wy 如 果 用 4 表示 由 
刀 。(op-3)(X; Zp) 到 商 酝 万 (2o-)CX; Zp)/j( 感 -3)(7;Z) 十 So (ECX)) 的 同 
态 | 对 应 (这 里 十 表示 末 。 一 (2p 一 3) (X ; Z?) 中 肇 包 含 子 帮 ( 瓦 (2 一 3) (CY7; Zp) 又 包含 子 醒 
Soo_:(BwH(X)) 的 所 有 子 者 的 交 ), 在 [9] 中 已 经 证 明了 , g(zw) 在 


瑟 。 (ap-3)(X 3;ZoD)/ 广 (一 az)(CY;D5) 十 SA Up- 人 ( 刀 。H(CXD) 
生生 和 我 们 定义 人 (zx) 一 9(zp)， 在 [6] 中 已 烃 证 明 站 是 一 个 由 万 !(0) 到 
7 7 
2 Zo)/ 帮 (一 op-3(CY; Zp) 十 2 tp- 人 (人 矶 w+I(XJ)) 的 同 态 对 应 . 
珊 太 了 一 X, 8IY 一 X 9:X 一 XiY 一 Y 为 适合 条 件 of = 纱 的 一 些 映 象 ， 
"如 果 我 们 用 9s 表示 由 所 引起 的 由 
再 oo-a(X; Zp)/fs( 瑟 oo-3(Y; Ze) 十 Gebo-(HaHCX)) 


到 妃 一 cp-)(X ; de 2Z0) ”SeMX )) 的 同 态 对 应 ， edsweeg 
证 明 以 下 命题 : 


命题 4。 如 果 zkE 万 (7Y)， 而 且 人 (we) 一 0， 2 (we) 一 0， 则 ges(Cz)) 2 0， 
Srbr-(ys(xe)) 一 0, 而 且 Fe( 门 (9)) = 和 站 (Cs(z)). 


7 2 

由 此 很 容易 瑶 明 如 果 太 了 Y 一 X，8g8:X 一 X 为 -一 些 连续 上 映 象 ,xs6E 已 (7Y)， 而 且 
有 (xz) = 0， 则 CePDs(o) = = 0, 而 且 站 (o) = za 人 (人 GD) 

7 7 

二 时 了 二 有 为 了 In CX) 的 一 个 元 素 ， 而 且 go (ac) = 0 印 

xs([S”]s) 一 0, 由 于 Soo-([S”]) 一 0, 因 此 ,我 们 可 以 定义 入 ([Ss”].) ， 我 们 得 指出 
2 一 2 

对 任意 >，gs( 互 ,(S”，Z。)) 一 0， 作 由 @zl(0) 到 妃 ，，oo-3)(X; ZJ)/S2to 1 (X) 的 对 
应 0@，。 如 下 : 


对 wcEgzl(0)， 定 义 @o(a) = 门 ([S”]:). 


2b 一 2 

这 样 对 应 我 们 称 为 同 偷 乍 的 模 少 的 第 二 类 自然 对 应 . 

设 帮 X 一 Y，a6EUn(X)， 而 且 @o(a) =0， 则 @。(fau) = /0u(a) = 0， 利 用 命题 
4， 显然 1 (a) G.-(fa). 














一 meetranw 人 一 ae 一 一 一 一 一- 





本 














232 和 FE 学” 9 千 


< 





定理 1 对 应 @r:05 (0) 一 妃 op-3(CX; Zo)1SCbp 一 (如 wHiCXD)) 是 一 个 同 态 对 应 . 

证 ， 届 wu : S" 一 X; :3" 一 X 为 。(X) 的 两 个 元 素 ， Gu。(w) 一 Gn(w) =0， 则 
gun(al 二 mw) = 0， 我 们 将 证 明 : On(wl 十 wz) = Go(a) 十 Oo(oo). 

设 S7，37? 为 任意 两 个 刀 维 球面 , 六 , 户 为 任意 两 个 分 别 由 S7,，S7 到 S” 的 拓扑 对 应 ， 
而 且 js([S7]s) 一 [S"]s，js([S7]s) 一 [S"]:。， 屋 B = of 有 = oz 我 们 可 以 假定 
S 和 87 只 有 一 个 公共 点 0, 而 且 有 (92) = (0),， 屋 了 一 SUS7， 作 由 Y 到 X 的 变换 

f 使 当 xES? 时 , 1(x) = (zx) 当 *ES7 时 , f(x) = BCx)。 很 容易 悦 明 f 是 单 值 的 而 且 
是 连续 的 ， 珊 mr 为 分 别 由 S?，S? 到 Y 的 包含 映 象 ， 作 由 S” 到 Y 的 包含 映 象 8 使 在 
1.(Y) 中 , g = mioil 十 rzoi 很 容易 瑶 明 如 = ol 十 ou 

利用 命题 4 及 其 推荐 , 则 


gd (ai 十 wz) 一 站 〈[S”]s) 二 站 (gs([S”]s)) S 
7 rr 


= 门 ([sz]。+[1sz]s) = 站 ([s?]s) + 门 (0sz]e。) = 
2 和 Er 


= 站 (rsz]s) + 个 (ss = 门 (sz + 门 ([sz]。) = 


22 一 2 2 一 2 2 一 2 2 一 2 
frl FTr2 Pa B2 


= 站 (Rs"js)) + 门 ( 尼 [s"]s) = 
2 和 


= 站 (Is”]s) + 和 门 (〈([Ss”]s) = 


22 一 2 22 一 2 
Bi 丰 : pz12 

一 . 站 ([S”].) 十 站 ([S"]s:) = On(w) 十 Go(oz)。 
2? 一 2 29 一 2 


( 诈 毕 ) 
d@',(au) 还 可 以 用 另外 的 方式 去 定义 ， 如 果 g@。(a) = 0, 则 我 们 可 以 在 X 上 和 兴 合 一 个 
(xm 十 1) 维 膀 胞 Bt+l, 使 由 了 or 世 的 边界 到 X 的 映 象 为 w， 而 Be"+l 的 内 部 与 X 则 是 互 质 
的 ,所 得 的 空间 为 X U 了 e+， 考虑 下 烈 同 调 二 的 Mayer-Vietoris 序列 


Ha(X) -全 >。 有 si (XUEmtD) -全 > 悍 (Sn) -人 有:(CX) 

这 里 ;表示 由 和 到 XU BE"+1 的 包含 映 象 , 由 于 当 和 2 六 关 时 , 刀 。(S"”) 一 0 而 当 2 = 7 
时 , as([S”]) 王 0， as( 感 (CS2)) 一 0, 因 此 当 2 壮 z2 十 1 时 ,加 :万 (XI) 一 万 (XUE+D) 是 
一 些 同 构 对 应 ,而 了 "9 则 是 XU BE” 中 不 同调 于 雾 的 一 个 循环 ,和 前 面 一 样 , 如 果 我 们 用 
4 表示 由 妃 (X;Z5) 到 百 。(X; Zp)150po-(Hw+or-a(X)) 的 同 态 对 应 , 则 我 们 有 以 下 命题. 
”命题 5 0 (oa) 一 04i322bp- 人 [BE ]s)。 

证 . 只 要 注意 在 Xe( 由 映 和 象 :8" 一 X 所 作出 的 映 象 柱 体 ) 中 ,如 果 把 子 集 S” 泛 合 为 
一 点 , 则 ICS”X (0;1))(T 的 意义 见 广 1) 兴 合 为 一 个 边界 用 映 象 w 与 X 达 合 的 (m 十 1) 
灼 腔 胞 "BE"+l1， 因 而 引起 一 个 由 恰当 序列 
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一 刀 H1(S) 一 万 HICXa) 一 刀 HI(Xo，S?) 一 万。(S") 一 ……， 
到 恰当 序列 
一 娓 si(S") 一 刀 sH(X) 一 万 ICXUE TD) 一 感 (S") 一 … 

的 同 构 对 应 ,利用 这 些 同 构 对 应 ,我 们 的 命题 就 可 以 很 快 地 得 到 证 明 ， 

在 以 后 的 讨论 里 ,我 们 始 攻 假定 ”为 一 个 适合 条 件 ” 十 2 一 3 生 22 一 2 的 正 整数 ， 
我 们 更 用 天 表示 整数 min (22 一 1, ”十 名 一 5)， 由 于 当 zo > 姑 时 , 妃 w(S) 一 0， 因 此 
0z(0) = 也.(S")， 则 我 们 有 以 下 的 命题 . 

命题 6， 当 >”< mm < 天 时 ,0 是 一 个 由 1.(S?) 到 也 CS" 2Z2) 的 CO 同 构 对 应 . 

由 于 当 ”< 允 < 天 ,而 天 入 22 一 1, 因此 也"(S") 是 一 个 有 限 二 , 利用 3$1 的 说 明 . 
命题 6 相当 于 下 烈 命 题 . 

命题 6. 0。 引 起 一 些 由 CC (CS?) ; 思 ) 到 | 瓦 , 一 az-3)0S?; Z2) 的 同 构 对 应 . 

证 . 由 [4] 或 [5] 当 ”< 和 < 玉 , 而 六 2 十 2 一 3 时 ，C(D。(S); 2) 一 0， 显 然 
. 瑟 。wo 3(S"; Zo) 一 0; 因而 哆 一 定 是 一 个 由 也 。(S?) 到 已 。oo-3(S"; Z) 的 C 同 构 对 应 ， 

当 思 一? 十 2 一 3 则 CGI。(S2);2)) 一 Ze 而 妃 。2o-3)(03S"，Z) 一 互 。(S"Zo) 一 
。 Z?， 要 证 明 Go 是 一 个 C 同 构 对 应 ， 只 要 证 明 : 当 w6EC(CD2z-3(S); Zoo)，ws 拓 0 时 ， 
@o+p-s(a) 羡 0 序 可 , 屋 本 为 一 个 边界 用 映 象 wx 与 S" 迭 合 的 十 22 一 2 维 腔 胞 ， 在 
命题 (1) 里 已 经 谣 明 ， SAzto-([E2 一 ]) 羡 0, 则 G,+:2-3(a) 1122tbp- ([ Be+2t 一 ] ”三 0。 

〈 诈 上 毕 ) 

设 :为 绢 的 任何 一 个 正 数 次 乘 需 , 在 [5] 中 已 远 避 明 , 当 w < 和 < 天 ,z 半 2 十 2 一 
一 3,，72 十 2 一 2 时 ， CGI。(S"|z，b) 一 Zr 利用 S*|z 的 同调 重 和 命题 (2J, (3),(5) 及 和 
上 面 的 命题 类 似 的 办 法 ,我 们 可 以 得 到 下 面 的 命题 : 

命题 7. 当 ” 二 和 轨 二 玉 时 ，Gu。 是 一 些 由 也 ,.(S*|z) 到 妃 。，oo-aCS2|z3 Z) 的 C 同 构 
普通 ” 维 球 8” 我 们 可 以 用 8?|10 表示 , 则 命题 (7) 和 (8) 可 以 下 面 的 命题 太 一 起 来 . 

命题 8. 不 论 : 是 雾 或 者 少 的 一 个 整数 次 乘 需 ， 则 当 ” 雪 和 元 天 时 , 鸣 是 一 个 由 
也 ,(S?*|:) 到 一 cp-3)(CS"|z， Zo) 的 C 同 构 对 应 . 

我 们 也 可 以 很 容易 设 明 :即使 当 上 是 一 个 普通 的 正 整 数 , 上 面 的 精 葵 仍然 是 正确 的 


,3$4 同调 又 的 上 边 炮 运算 
为 了 褒 明 同 偷 香 的 分量 和 娠 的 构造 ,我 们 介绍 同调 邓 的 上 边 和 糙 运 算 . 


股 1 为 任 一 整数 ,和 一般 文献 一 样 ， 我 们 用 ,4 表示 交换 重 4 中 所 有 使 下 = 0 的 元 素 


X# 所 成 的 子 竹 . 

设 X 为 一 拓扑 空间 ,我们 用 Cn。(X; 4) 表示 和 X 的 所 有 ? 蕉 连续 单 形 以 4 为 地 数 时 所 成 
的 链 玫 ，C,。 (X) 则 表示 以 整数 季 为 系数 天 的 链 硬 2Z， (x; 4)，Zv Wan 
整数 玫 的 27 维 循环 尾 . 

同 前 面 一 样 ,我 们 用 * 表示 少 的 一 个 乘 需 ,， 则 对 xs6E , 司 。(X)， 屋 刀 为 x 所 包含 的 一 个 
循环 ， 由 于 如 一 0， 则 如 l ~ 0, 因此 一 定 有 一 个 2 十 1 工 维 链 ” 存 在 使 B(o) =. 专 ， 因 为 
1 一 0 mod 加 , 则 " 可 以 看 为 Zi(X; Zp) 中 的 一 个 循环 , 珊 zw" 为 x 中 的 另 一 个 循环 , w 为 
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任何 一 个 适合 条 件 6(o') 三 友 ' 的 z 十 1 和 维 后 ,由 于 mw~xw'， 一 定 有 急 x*6 Cnri(X) 使 
6(x) 一 z 一 zol， 则 - 
Bl(w 一 网 一 夏 ) 三 红 一 红 ' 一 区 如 一 2) 一 0， 
则 v 一 w 一 此 EZ。H(X)， 如果 尽 表示 整 数 重 模 训 所 引起 的 由 如。ri(XK) 到 吾 。ri(X; Zo) 
的 同 态 对 应 , ws, 内 和 (一 ow 一 zz)s 分 别 表 示 定 们 所 在 的 同调 类 则 ws 一 迪 = 
=NCGo 一 一 红 )*) 如 果 用 M 表 示 由 "H(CX; Zo) 到 商 便 妃 w+H(X; Zo)ANCEnHCX)) 的 同 
态 对 应 ,由 上面 的 说 明 , 在 如。:(X; Z)/NCEnrCX)) 中 , M((o)s) 与 wo 的 选择 无 关 ， 
而 是 由 * 唯一 确定 的 ,我 们 定义 6:(m=M((Co)s), 显然 8 是 一 个 由 , 百 。(X) 到 如。HiCX3 Za)/ 
_NCBwCX)) 的 同 态 对 应 ，6, 称 为 同调 好 的 上 边 黎 运算 . 
如 果 太 是 x 的 次 数 , 可 以 疝 明 当 > rr 时 , bor'(x) 一 0 而 bor(x) 六 0. 
屋 关 X 一 了 为 一 连续 映 象 , 如 果 我 们 用 因 表 示 由 了 所 引起 的 由 囊 。Hi(CX; Zo)/ 
NE。wH(CXD)) 到 囊 。i(Y7; Z)ANCB。HCY)) 的 同 态 对 应 , 则 我 们 很 容易 证 明 下 面 的 命题 . 
命题 9. 如 果 wxw6 ziE。(X)， 则 用 (z) 《 ;再 。(Y)75 而 且 四 (6:(z)) ge 0:(js(z))。 
如 果 愉 是 一 个 多 面体 , 工 是 X 的 任意 一 个 腔 胞 分 解 ,我们 在 上 面 定 义 上 边 糙 运算 时 所 
用 到 的 连 线 单 形 链 堆 Cw(X;47 全 部 可 忆 用 腔 胞 链 和 王 C。(L;4) 去 代替 . 
屋 为 CX， 对 于 相对 同调 硬 瓦 。(X:X) 的 子 硬 ，, 妃 .(X;X)， 我 们 也 可 以 类 似 地 定 
义 上 边 烷 运算 8 ， 而 且 也 有 和 命题 (9) 类 似 的 性 质 . 
8$5 主要 千 果 
慨 ” 为 一 个 适合 条 件 > 十 2 一 3 和 22 一 2 的 正 整数 ,在 86,$7,$8 里 ,我 们 假定 所 
考虑 的 空间 双 适 合 下 烈 条 件 : 
(a) 和 X 是 单 连通 的 ， 
(b) 当 1<<a 时 )，。(X;Z) 一 0; 
和 前 面 一 样 ， 我 们 用 天 表示 正 整数 min (2* 一 1，* + 42 一 5)， 和 一 般 献 一 样 ， 屋 
xeEgw。(X)，Go。(ax) 称 为 和 的 一 个 球面 元 素 , 则 我 们 有 下 面 的 结果 . 济 
定理 2。 屋 为 任何 一 个 适合 条 件 > 十 22 一 3<< 允 << 玉 的 正 整 数 , xs6E C(B(X)，p)， 
则 # 是 一 个 球面 元 素 的 充分 必要 条 件 是 Sea-:(zx) = 0. 
屋 0。(a) 一 ww， 因 为 X 是 (> 一 1) 维 C 过 通 的 ,由 [2] 定 理 2 ，@zl(0) 是 一 个 有 限 
本 ,因而 wx 是 一 个 有 限 次 元 素 , 利用 瓦 。(X) 的 分 解 , 可 以 说 明 : 'a 可 以 写作 wm 十 wo 其 
中 wi 的 次 数 是 如 的 一 个 乘 需 如 (zz 可 能 为 雳 )， 而 o 的 次 数 则 与 2 是 互 质 的 ， 由 于 
tm 一 0，zpdo(oi) 一 Gon(prol) 王 0， 因 此 0,(o) 在 CCE。(CX),p) 中 , 屋 om 的 次 数 
为 ， 则 MGw(aa) 一 Go(Mo) 0， 但 Ga) 一 Go(a 一 ai) 一 Go(a) 一 GD 因而 
Gukoz) 也 在 C(Bw(X)，p) 中 ,按照 2 分 量 理 C(B(X)， bp) 的 定义 ，@(ow) 的 砍 数 一 定 是 
bp 的 整数 次 乘 害 ,按照 MD。(o) = 0, 则 @。(oa) 的 灵 数 是 人 的 因子 ,由 于 ) 与 2 是 互 质 的 ， 
所 以 @o(aa) 的 砍 数 等 于 1 ， 因 而 go。(o) =0， 因 此 go。(ai) = @n(a) 一 Gon(o) 一 
一 Onu(a) 一 w， 这 样 我 们 得 到 与 定理 2 等 价 的 下 烈 推理 : 
推理 ， 当 = 十 2 一 3<< 思 < 玉 时 ，go(C(D。(X)):2) 一 CCEm(X); z) Ra eon 
这 里 的 人 表示 集 的 交 . 








Ar 
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定理 3. 当 > 十 2 一 3 魏 几 < 天 时 ， @。 是 一 个 由 0= (0) 到 于 ora(X Zp)/ 
SAztbo 一 :( 古 。H(CXD)) 的 5C 同 构 对 应 . 
由 [2] 定 理 2，@z(0) 是 一 个 有 限 莉 ,利用 $1 的 说 明 , 定 理 3 相当 于 下 烈 推理: 
推理 ， 当 > 二 2 一 3 多 和 < 天 时 ，0 引起 一 些 由 05 (0) nc (Do (X)， pb) 到 
机 Zs)/S2tbo-( 瑟 。HCXD)) 的 同 构 对 应 , 
| 。 ”很 容易 谣 明 : 9pto-: 引起 一 个 由 妃 wri(XyZp)/N(CHati (X) ) 到 再 oo- (X; Zop)/ | 
SAbp-(Hnsi(X)) 的 同 态 对 应 ,这 个 对 应 用 2 bo- 表示 ， 则 我 们 有 下 面 的 定理 
定理 4 屋 十 2 一 3 委 攻 天 ，xEC(Tn(X)3p)，@u(a) 一 wx 的 灾 数 为 *( 
的 乘 害 ), 则 
(a) Go(ta) 一 0， 
(b) Gu(ta) Sbo-z(6:(x))。 
定理 2 和 3 衣 明 ; ID。(X) 的 ?分 量 酝 C(0。(X)，i 是 二 如 op- (ZE Ze)/ 
epo-i(Hnii(X)) 彼 下 CCX)b)n22t:(0) 的 扩充 ,而 定理 4 则 谣 明 这 个 扩充 的 代 
| 数 构造 ,这 样 QI。.(X) 的 ?分 量 寿 C(0.(X),b) 就 完全 确定 了 . 
实际 上 ,定理 4 的 车 其 当 mw > > 十 2 一 3 时 都 是 正确 的 tsenpns 这 里 
就 不 介绍 了 . 
我 们 将 在 $7 欠 出 定理 2,3,4 的 证 明 . 


$ 6 多 面体 忆 的 作法 


由 于 X 是 (” 一 1) 维 C 连 通 的 , 由 [2] 定理 2 , 当 ><M<z+2b 一 3 时 ，0u: 
IIw(X) 一 瑟 w(X) 是 一 些 C 同 构 对 应 ， 当 M=* 十 2 一 3 时 ，g@u 则 是 C 变 上 的 ( 印 
上 (XI19oCDm(X7) EC)， 因 此 当 ”< M< 和 ”+ 2 一 3 时 dooree 了 w(X) 的 一 
粗 元 素 几 : .alw， 使 满足 下 型 条 件 : 

(a) 当 zz 和 M<2z+2p 一 3 时 ， 0 为 了 及 。(X) 的 一 组 C 基底 ; 

(b) 当 mw<M<w +2 一 3 时 ,gu(al)，…,Ou(alu) 为 Eu(X) 的 一 组 C 基 底 ; 

(c) 当 zz 和 M<xz 二 +2b 一 3 时 ,1 和 ks 和 ju 时 ， o 和 Gu(ol) 具有 相同 的 次 数 ， 

为 了 疝 明 方便 起 见 ,我们 可 以 假定 每 一 个 呢 是 一 个 由 M 蕉 球面 %% 到 刺 的 映 象 , 当 
& 羡 i 时 % 和 :Si 是 不 同 的 球面 ,如 果 思 是 一 个 自由 元 素 , 则 取 大 为 雾 , 如 果 思 是 ， 
一 个 有 限 次 元 素 , 则 取 达 为 吹 的 欢 数 ,， 则 唉 可 以 扩充 为 一 个 由 中 | 大 到 和 的 映 象 
用 (这 里 S” | 0 表示 和 维 球 S")， 当 > 和 M 和 2 十 2p 一 3， 攻 时 ,可 以 假定 





na speceeaeadaggRiaipwemeceecesgaadieneaapahaam mamgoeueuaigegag 


和 


， 所 有 的 《 品 | 开 ) 相互 关 只 有 一 个 公共 点 0， 而且 房 (9) = 谎 (9) = … = 肥 光 9)， 
让 
开 十 22 一 3 jx 
P 一 二 (ZCSla)， 


作 由 P 到 X 的 映 象 了 如 下 : 
f(x) 一 有 (xz) 当 6 误 时 ， 
则 / 按照 作法 是 单 值 的 ,而 且 是 连续 的 . 
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7 e 
利用 Bu(P) = >， Buw(Ss| 交 )， 因 此 [Si [Suw]s 粗 成 已 w(P) 的 一 组 基底 ， 
k=1 


由 于 Cu 人 al) = ol([S%]) = 及 (Css)， 利 用 条 件 (a),(b),(c) 及 $1 的 一 些 说 明 ， 我 

们 马上 可 以 得 到 下 面 的 命题. 
命题 10，(a) 当 1 和 区 M<oa+2 一 3 时 ， 有 a :也 (PP) 一 刀 w(X) 是 一 些 C 同 构 对 

应 , 四 

(bj 当 M= 交 十 2 一 3 时 ， 刀 :Buw(P) 一 Buw(X) 是 C 变 上 的 . 

利用 每 一 个 5 旭 | 太 至 少 是 (on 一 1) 蕉 连通 的 , 而 且 相 互 间 只 有 一 个 公共 点 ,因此 当 


有 # 十 2b 一 3 


1 
<<aa 委 2z 一 2 时 ,Do(P) 一 立 【 袜 l( 红 如))， 利 用 命题 8 ,我 们 局 上 可 以 得 
k=1 


M 一 凶 
到 下 面 的 命题 。 

命题 12. 当 ”二 z < 有 时，0o:0G5lC0) 一 吾 , 一 oo-)(P; Zz) 是 一 些 C 同 构 对 应 . 

我 们 得 指出 , 当 加 >z2 十 22 一 3 时 ， 媚 。(P) 王 0， 因 而 0z:(0) 一 加。(P)， 所 
以 当 2 十 2 一 3 妆 双 < 开 时 ， @'， 是 一 些 由 1,(P) 到 万 oo3)CP; Zo) 的 C 同 构 对 
应 . 
我 们 作出 了 的 映 象 柱 体 Xi ， 则 P 可 以 看 为 Xi 的 子 集 , 由 于 XI 与 X 是 同 丛 同 胚 的 ， 
而 我 们 所 考虑 的 双 是 同 偷 性 质 ,我 们 可 以 把 X 和 和 看 成 同样 的 空间 ,因而 可 以 把 了 看 成 


. 刁 的 子 集 , j 可 以 看 成 由 了 到 和 的 包含 映 象 , 屋 8 为 由 到 〈(X,P) 的 包含 映 象 ;利用 下 列 


同调 序 烈 的 恰当 性 : 
. 一刀。(P) -全 , 厅 (X) 全， 有 。(X,P) 人 刀 ,-:(P) 一 … 及 当 盖 2 十 22 一 3 时 ， 


妃 。(P) = 0, 再 利用 命题 (10), 我 们 马上 得 到 下 面 的 命题 : 
命题 13. (a) 1 入 <xz 十 22 一 3 时 ,万 (CCX,PDICC; 
(b) 当 >z 十 22 一 2 时 gs: 如 (XI) 一 万 。(X;P) 
是 一 些 同 构 对 应 , 当 r 一? 十 2 一 2 时 ,gs 则 是 一 一 的 
命题 14. 假定 zx 十 22 一 2 委 和 < 天 zx6E 也 。(X)， 如 果 有 一 元 素 w6 了 0 (X，P) 使 
G,(a) 一 gs(x)， 则 
(a) Go-(A(Ga)) 一 0; 
(b) 有 as0O (CAGCa) ) 一 2 oo-2(zx); 
这 里 入 表示 由 JIw(X,P) 到 也 。;(P) 的 边 符 运算 . 
证 .(a) 当 * 二 2 一 2 和 < 轿 时 ,由 @n(A(a)) = 60。(a) = 9gs(x)， 利 用 同调 二 
序列 的 恰当 性 ,显然 @.-:(A(o)) 一 0. 
(b) 琶 w 为 空间 对 ( 防 ，S" 一 0) 到 (X,，P) 的 上 映 象 , 其 中 Bo 为 球面 S"-: 所 围 成 的 一 
个 允 维 腔 胞 , 屋 B = A(a)， 即 wj8" 呈 = B, 则 有 是 一 个 由 8 呈 : 到 也 的 映 象 , 再 届 已 为 
一 个 和 了 拓扑 同 胚 的 多 面体 , 四 为 一 个 由 己 到 忆 的 拓扑 对 应 , P' 中 和 S%| 对 应 的 集 用 
所 | 滋 表 示 , 而 且 加 ([8 申 ]s) 一 [si]s， 屋 了 = 用, 则 帮 是 一 个 由 己 到 和 的 映 象 ,我 们 假 
定 Bo 的 边界 用 映 象 姑 :8 与 亚 尖 合 ,而 Bo 的 内 点 固定 不 动 ,所 得 的 多 面体 以 PUREm 表 
示 , 屋 由 己 到 忆 UZEm 的 包含 映 象 为 ), 作 由 PUB 到 和 的 映 象 下 如 下 : 


入 
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f (xz) 当 x*EP， 
人 1 ax(Cx) 当 x6E TBm; 
利用 P'U B" 的 作法 , 皇 然 了 是 单 值 的 而 且 是 连续 的 。 利用 @u(a) = gske) 及 五 的 作法 ， 
我 们 可 以 疝 明 BFs([ 了 m]) 一 zx。 
由 命题 3. SAtp-([BE]s) 一 人 Go。 一: (B)，, 则 SAtp-:(z) 一 2 bo 一 Fs ([ BE]。) 
一 FasSC bs- 人 [BE ]s) 一 FejsGo- 人 (人 8B) 一 大 Oo B) 一 厅 0o-(B) = 态 0o-(A(Ca)). 
《证 毕 ) 
利用 @: 也 .(X,P) 一 妃 "(X,P) 是 一 个 C 同 构 对 应 。 因 而 @。 引起 一 个 由 C(U。(CX)， 
z) 到 C( 互 "(X):z) 的 同 构 对 应 ,因而 我 们 很 容易 得 出 下 烈 推理 ， 
推理 1. 如 果 2* 十 22 一 2 委 驳 二 玉 ,xz6EcC (DCX)， bp)。， 则 一 定 有 一 wxECCI(CX)， 


z) 使 


(a) (oa) 一 gs(z)， 
(b) 0G。-:(A(a)) 一 0， 
(c) 及 Oo (AGCa)) = SAtbp 一 (xz)， 


推理 2. 如 果 ?十 .2 为 一 2 委 允 < 天 ,xz6E 也 (YX)， 旭 一 定 有 一 整数 上 和 一 个 w, 


weE1.(X,P)， 使 
(a) zz 一 1modp， 
(b) Ga) 一 1gs(z)， 
(c) g@(A(Goa)) 一 0，. 
(d) sGo-i(A(a)) 一 5-(z). 

通 ， 由 于 gu。:D。(X,P) 一 鼠 。(X,P) 是 一 个 C 同 构 对 应 ,按照 C 的 定义 ,一 定 有 一 个 
不 含有 因子 少 的 整数 , 使 ags(z)6E Gon(D。(X:z))， 因 而 一 定 有 一 个 wy xiEI。 (X，P) 
使 (oli) 一 8 本 (zz)， 由 于 尹 是 一 个 素数 ,而 不 含有 因子 力 ， 因此 一 定 有 两 个 整数 Si 3S> 
使 Sz 十 SS 一 1,， 屋 上 =Sit au 一 St， 显然: 一 1modbp， 而 且 @。 (oa) = Go (Siol) 三 
一 SI@G(ai) 一 Sizngs(z) 一 18gs(z) Go(A(a)) 三 0。 这 样 (a),(b),(c) 显然 成 立 . 

利用 :一 1modz, 而 22to- 的 值 域 中 的 每 一 个 元 素 的 灵 数 等 于 名 因而 9”oo-: (4 一 1) 几 = 

一 0), 邹 22bo-tz 一 22to-2x， 由 命题 14， 我 们 有 St 一 (Co 三 Go 三 @_i(ACa))， 
这 样 ,(d) 也 得 到 了 证 明 . 
证 上 毕 ) 


$7 咱 理 2、3、4 的 证明 


定理 2 的 证 明 : 必 要 性 是 明显 的 ,只 证 充分 性 ,如 果 x6 C(。.(X), 力 ) 而 且 SAzb (oz) 一 
一 0， 利用 命题 14 的 推理 1, 一 定 有 一 wy, woEC(O。(X，P)，pb) 使 Go(o) = gs(a)， 刚 
fsO(A(a'D)) 一 22boa(a) 一 0, 由 于 天 入 2 十 4 一 5)M 一 (2 一 2) 2 十 22 一 3, 因而 
用: 刀 。oo-)(P) 一 万。op-)(X) 是 一 些 C 同 构 对 应 。 因 此 @-(A(w)) = 0, 由 命题 (1)， 
对 了 来 悦 05_, 是 一 个 C 同 构 对 应 ,而 A(w')6E C(In(P),p)， 所 以 A(w) = 0, 按照 准 间 


”对 (X,P) 的 同 偷 序列 的 恰当 性 ,一 定 有 一 个 元 素 waE JI。(X) 使 g(a) = ww， 则 gs@。(a) 王 


一 GCCga) 一 G.(a') 一 gs(z)， 由 于 当 >? 十 2 一 3 时 ， 8 中 刀 。(X) 一 已 。 (X;P) 是 
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一 一 的 ,所 以 9-(o) = xw, 即 w 是 一 个 球面 元 素 . 


( 肯 毕 ) 
定理 3 的 证 明 : 由 于 @z(0) 和 瓦 ,or-3i(CX3Zo)/S2tbo 一 (HiCXD)) 都 是 有 限 才 ,我 们 
只 要 通明 0 引起 一 个 由 C(Om (0)，z) 到 | 感 一 cz- 和 3; Zp)/ SAtp-i( HiCX)) 的 同 构 对 应 


” 印 可 , 


对 于 任意 zk 0 (X; Z)， 由 命题 (10)， 在 刀 。 一 (cp--3) (P， Do) 中 一 定 有 一 个 ”使 
fs(z) = xw， 对 国 。(P) 来 说 应 用 命题 12, 在 C (za(0),p) 中 一 定 有 一 个 x 使 网 (a) 一 wm， 
则 go (ja) = 厅 Go (oa) 一 0; 而 且 go (ju) 一 fs Oo(a) 一 fs(o) 一 这 里 大 表示 由 

f 所 引起 的 由 珂 "一 2p 一 3) (P; Zz) 到 瑟 一 2t 一 3) (CX; Zeo)/SAtbp-z( 瑟 HGXD)D) 的 同 态 对 应 ， 而 
& 表示 zx 在 囊 ," 一 (2p--3) (X; Zoo)/SAtp-:( 囊 ii(CX)) 中 所 属 的 剩余 类 ， 由 于 在 也 ， (P) 中 we6E 
C(@5 (40)， 力 因此 , 在 也 -(X) 中 je6Cc (902 (0)， 加 )， 因 而 在 X 中 Go (C (On (0)，b)) 一 

一 瑟 。-(p-3) (X; Zo)/ SAt-: ( 瑟 。:1 (CX)). 

对 于 有。 (X) 中 的 元 素 y， 如 果 Y6《C (0 (0)，b)， 而 且 @o (7Y) 一 0， 我 们 将 证 明 


7 = 0. 
考虑 下 列 图 形 : 
J(P) -万 TCX) -三 1 (CX,P) 
10。 | 0。 
妃 。(X) ip 妃 ,(X,P) 
8 宙 


由 于 gu。(7y) = 0, 因而 gu(gy) = gs(O。(y)) = 0, 对 轴 (X,P) 来 说 ,，@。 是 一 个 C 同 构 
对 应 ,由 于 gGC7Y)6EC(CD。(X,P)，bp)， 所 以 g8(7) = 一 0, 利用 同 偷 委 序列 的 恰当 性 ,在 QI.(P) 
中 一 定 有 一 8 使 几 B) = 7y. 。 

另 一 方面 ，@w (7) = Oo (1B) 一 了 0 (B) 一 0， 即 fsg@n(B) 6 9 poreCX))， 收 


2 6 开 w+1 (X)， 而 且 SAtbo-(w) js0.(B). 


利用 命题 14 的 推理 2 及 其 上 面 的 一 些 说 明 , 一 定 有 一 个 wk UL。(X,， P) 和 一 个 整数 
ti, 使 Ooi(a) =zgs (zz 一 1modp, 而 且 @。(A(a)) = 0, 00(A(a)) 一 Seb (wo) 一 
一 如 go (8B)， 因 为 jg@。 是 由 了 .(P) 到 克 ，，oo- (X,Zo) 的 C 同 构 对 应 ,因而 A(a) 一 
的 灾 数 是 一 个 与 互 质 的 整数 ,由 于 y =1(B 一 ^(a) ) = 丰 (B)， 因 而 Y 的 次 数 也 与 p 
互 质 ,但 是 YEC(Qa。(X)，zj)， 因 而 y 王 帮 A(a) ) 一 0. 

这 样 ， 我 们 就 证 明了 g@。 引起 一 个 由 C (Ga (0)， 2) 到 囊 。 一 (weo-3 (X; Zpo) St 一 
(ECXD)) 的 同 构 对 应 ， 即 @。 是 一 个 由 Ga (0) 到 刀 。os-3) (X; Zo)/S2to 一 2( 古 HiCXJ)) 
的 C 同 构 对 应 ， 

定理 4 的 证 明 : 考 虑 下 烈 图 形 


ICP) -二 DCX) -三 JE CX,P) 
6 1o0。 
瑟 n(X) -sy 万 w(X,P) 


由 于 iat C(D。.(X) bp)， 而 且 G,(ta) 王姬 ,(a) 一 如 一 0， 则 G@.(g(ta)) 二 0) 一 0， 
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对 D。(X，P) 来 说 @。 是 一 个 C 同 构 对 应 , 因而 g (ta) = 0, 因此 一 定 有 一 个 BE 
C(ID。(P),z) 使 太 0 = xo. 

和 命题 13 的 证 明 一 样 , 屋 P' 为 任何 一 个 和 忆 拓扑 同 胚 的 多 面体 ,由 PP 到 己 的 拓扑 对 
应 用 上 表示 , P 中 和 S 计 水 对 应 的 集 用 Ss 民 | 太 表示 , 假定 是 由 8” 到 和 的 一 个 映 象 , 可 
以 假定 , P" 和 S” 只 有 一 个 公共 点 0, 而 且 4(0)=a(0), 屋 了 ==PUS, 届 seEIn(S”) 
表示 由 S” 到 S” 的 恒 等 映 象 ，ZB2"+1 为 一 个 边 称 用 映 象 如一 有 8 与 卫 友 合 而 内 点 
则 保持 不 动 的 十 1 维 腔 胞 , 屋 及 =3UEn"+, 由 于 go。 (te 一 18B) = 籽 。(s) 一 
一 0o(: 8B) 一 :Go。(s) 一 (00 ,Go (B) = 上 [S"]s, 所 以 在 腔 胞 复 形 马 中 ， 


8 (Fn+D 一 1Sw, 即 六 ([Se]。) 一 [Fot]。 (CD 


慨 由 了 到 2 的 包含 映 象 为 7, 我 们 将 证 明 在 中 
SA tt 一: ([ Be]s) 一 加 0@ (人 B). 人 
如 果 在 中 中 ,把 8” 迭 合 为 一 点 ,其 他 部 分 则 固定 不 动 , 屋 所 得 多 面体 为 下， 迭 合 映 


象 为 T, P' 所 兴 合 成 的 多 面体 仍 用 忆 表示 , 则 P 到 兄 的 包含 映 象 为 万，Bm+l 泛 合成 为 一 


个 边界 用 上 映 象 Tip-1B 与 P' 渤 合 的 (m 十 1) 维 腔 胞 Be+，, 因此 在 多 面体 P 中 

@。(8) 一 (7 万) 本 区 oo 一 (人 [页 ]s)， 

郎 在 多 面体 甩 中 
Spb- (BT 一 (Ts 的 (0 有)， 

对 于 任意 1， im Ts: 鼠 ; ( 咏 ; Ze) 一 鼠 (2; Zo) 是 一 些 同 构 对 应 ,因此 Ts 的 道 对 应 T3! 存 

在 ,对 上 式 两 端 施 以 对 应 T3!:,， 即 可 得 出 (2) 式 . 


由 (1) 和 (2), 可 以 推出 
2 te (0[S"]s) 一 is Go (全 有). (3) 
作 由 3 到 X 的 映 象 忆 如 下 < 
_ Ta) 当 x*6S” 时 
FaO 一 1 hz) 。 当 xeP' 时 
显然 了 是 单 值 的 ,而 且 是 连 转 的 . 


由 于 在 X 中 , F(te 一 !8) = 可 一 B=0, 所以, 下 可 以 扩充 为 一 个 由 马 到 X 的 映 
象 斑 , 对 (3) 式 两 端 施 以 及 所 引起 的 同 态 对 应 , 邹 得 
Sezbo bd。 (a) 一 Oo (Pr1B) 一 Go (1B) = 0o (ia). 


$ 8 ”相对 同 偷 生 的 第 二 类 自然 对 应 


我 们 利用 把 子 空 间 挤 为 一 点 的 办 法 ,可 以 介绍 相对 同 偷 重 的 第 二 类 自然 对 应 ,和 普通 
同 偷 重 的 第 二 类 自然 对 应 一 样 , 写 也 是 计算 相对 同 偷 重 的 重要 的 工具 . 

屋 X 和 4 都 是 弧 连 通 众 间 ，4CX, 我 们 用 ' 工 表示 由 4 X (0,1) 把 4 x' LI 迭 合 为 
一 点 后 所 成 的 拓扑 空间 , 屋 由 4 x (0,1) 到 地 的 达 合 映 象 为 T, 我 们 可 以 假定 4 中 的 点 
x 与 么 中 的 点 TI((x,0) ) 是 相同 的 点 , 除 此 以 外 ,X 和 也 没 有 其 他 公共 的 点 ,空间 XU 也 
用 入 表示 。 屋 由 (X,4) 到 (入 ,4 了) 的 包含 映 象 为 ;1， 利用 连 和 绪 同 调 二 的 可 割 性 公理 ,对 任 
意 系数 生 G 和 任意 正 整 数 m, is 是 一 些 由 已 (X, 4; G) 到 刀 。 (六 , 4; G) 的 同 构 对 应 ， 
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屋 由 多 到 (入 , 人) 的 内 射 映 象 为 ) ， 由 于 地 可 以 压 蓉 为 一 点 ， 利用 同居 于 序列 的 恰当 性 ， 
很 容易 瑶 明 ,对 任意 系数 生 C 和 正 整 数 m, j。 是 一 些 由 再。(&; G) 到 如 o( 有 4; G) 的 同 
构 对 应 ,因此 季 !i 是 一 些 由 有 。(X， 4; G) 到 媚 。( 入 ,G) 的 同 构 对 应 . 
届 1 为 任何 一 个 由 纸 连 通 空 间 对 (y, B) 到 绝 连 通 空 间 对 (X, 4) 的 映 象 ( 邹 使 
大 BJC4 的 映 象 ), 写 所 引起 的 由 妃 。(Y, 了 B) 到 玉 。(X,，4) 的 同 态 对 应 仍然 用 s 表示 ，, 1 
所 引起 的 由 Tv(Y,B) 到 也 。(X,4) 的 同 态 对 应 仍然 用 二 表示. 
利用 产 (Y,B) 一 (X,4)， 我 们 作 一 个 映 象 产 乡 一 六 如 下 ,使 
F (y) 一 六 (")， 当 yEY 时 
FT(2) 1 一 TI(f()，1， 当 56EB,tE(0;1) 时 
显然 也是 了 的 扩充 ,而 且 7 有 )C4, 但 对 是 作为 一 个 由 郊 到 叉 的 映 象 来 考虑 的 . 
如 果 xf6 了 万 。 (Y， 了 B)， 人 (z) 一 0，25A bo 一 (zx) 一 0， 
则 大庆 各 (ze) 一 入 种 不 (z) 一 0，2G0bpom 各 逢 (2z) = 一生 和 20bo-(z) 一 0， 因 此 
门 《isais(x) ) 是 有 意义 的 ;我 们 定义 门 = 了 因 人 G 寻 直 (9))， 这 里 蔷 !,, 因 分 别 表 


2 了 37 省 


示 由 雇 ， 了 所 引起 的 由 
再 oo- (又 了; Zo) 人 Spbo- (Eti( 和 人) )， 和 
已 。 oo 3) ( 久 ; Z)/Set (Er (人 ) ) 到 
| 页。ot (X，43; Zeo)/20 ts- (Heri(X，4)7 和 
Hoy 9 ( 太 ，0; Zo)/Szbs_ (Hi(&， 人) 的 同 态 对 应 ， 显 然 门 也 是 一 个 由 广 (0) 


| 22 一 2 
人 

到 互 w 一 (2z 一 3) (X， 4; Zoo)/S2tbo- Mr (X， 4)) 的 同 态 对 应 ， 命题 4 很 容易 的 可 以 扩 
| _ 充 到 空间 对 的 映 象 . 
| 如 果 4, B 都 只 有 一 个 点 , 利用 二 ， 甩 都 是 一 些 简单 线段 ， 很 容易 说 明 ， 新 定义 的 


(1 与 $3 所 定义 的 门 是 完全 一 致 的 . 
“ 史 3 
屋 7m 为 一 普通 所 维 实 球体 ，S“ 一 !: 表示 写 的 边界 , w:(7m,S" 一 (人 ;4 为 困 -(X4) 
中 的 一 个 元 素 , 司 e6E 万 (7”,S" 一 0 为 腔 胞 7” 所 在 的 同调 类 ,对 应 CGO.(a) 一 xs(e) 称 


为 相对 同 偷 重 的 自然 对 应 ,如 果 GO.(a) 一 0， 妆 os(e) 0 ,由 于 SA 一 (e) 王 0 和 前 面 一 
样 ;我 们 定义 bo(a) = 丰 (e), 显 然 go 也 是 一 个 由 @5:(0) 到 再。-os-3 (X 4; Zo)/SCpo- 


3 

( 瑟 。: (ZX,4) ) 的 同 态 对 应 。 我 们 也 称 @。 为 相对 同 偷 重 的 模 娟 的 第 二 类 自然 对 应 , 如 果 
4 只 有 一 个 点 ,这 时 的 相对 同 偷 重 就 是 普通 同 偷 竹 ,我 们 也 可 以 很 容易 地 瑶 明 : 这 时 的 相 
对 同 偷 重 的 第 二 类 自然 对 应 与 普通 同 偷 重 的 第 二 类 自然 对 应 是 一 致 的 ，” 、 

如 果 姑 (7Y,B) 一 (X4) 为 一 连续 映 象 ， 和 前 面 一 样 ,我 们 用 了 表示 + 所 引起 的 由 

再 。(p-3) (7Y，B; Zo)/S2to 一 2 (o+l (7， B)) 到 

再 Up- (X，4; Zoo)/S2bp- ( 刀 +i (CX， 4)) 的 同 态 对 应 ,我 们 很 容易 地 可 以 证明 下 
列 命题 . 


命题 15. 如 果 w6EDw(Y,B) 而且 Go(a)=0, 则 0@o。(fa) 王 0, 而且 02(fo) 一 fsO(Ca) . 


四 
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$ 9 相对 同 偷 季 的 加 分量 驮 


在 本 节 中 ,我 们 假定 (X,4) 为 适合 下 型 条 件 的 弧 连通 空间 对 

(a) DT (X) 一 有 (4) = 用 (X,4) 一 0， 

(b) 当 3 受 z 和 2 一 1 时 ,已 。(X, 4; 2Zo) 一 0， 

(c)] 当 2 近 叉 和 有 一 1 时 , 也。(X;Zo) 三 0. 

整数 min (2” 一 1,; 十 有 一 1) 用 天 ;表示 , 我们 假定 K: 达 xz 十 2 一 3, 由 [3]， 当 
3 委 罗 委 2 十 有 一 1 时 ,TI ( 信 ,X, 人)EC。 利 用 三 体 同 偷 序列 的 恰当 性 ， 可 以 谣 明 ，, 当 
3 和 入 < 玫 2 十 及 一 工时 ,天 加。 (X, 4 一 也。 (及 ,人 是 一 些 C 同 构 对 应 ， 由 于 地 可 以 压 缩 
为 一 点 ,， 对 任意 mm j : Do。 (入 ) 一 让。 (&, 了) 始 称 是 同 构 对 应 ,因而 当 ” 委 zm < 天时 ， 
六 :也 。(X ,4) 一 I。 (及 ) 是 一 些 C 同 构 对 应 . 

当 ” 十 2 一 3 多 和 < 太 时 ,考察 下 烈 图 形 : 


.一 1 。 


(X， 分 一 必 瑟 和 ) 








上 
HH (X，4) 之 孝 百 。( 充 ) 
很 容易 说 明 : 0 一 本 1320，. 《1) 
GOzl (0) mr > Ga (0) 
1 > 
1 0。 和 10。 
末 " 一 (2? 一 3) (X，4; Z，) 5 一 > 瓦 > 一 (2 一 3) (多 ,Z)/Seto- ( 感 。+i 人 ) ) 


SAzbp-( 刀 HH1(CX， 4)) 
左边 的 @5 (0) 表示 ID (X，4) 的 子 覃 ,而 右 边 的 dz (0) 表示 Do。 (人 ) 的 子 重 ,利用 命题 
14, 我 们 可 以 瑶 明 : 

后 一 (2) 

如 果 用 天 表示 正 整 数 min(Ki,w 十 42 一 5)， 利 用 (1)(2) 和 定理 (2 儿 3) 人 4) 我 们 可 以 
很 容易 的 证 明 下 述 各 定理 : 

定理 5. 珊 思 为 任何 一 个 适合 条 件 > 十 2 一 3< 允 < 天 的 正 整数 , wxEC(En (2 
4), )， 则 在 了。 (X,4) 中 有 一 元 烧 wx 使 @(a) = x 的 充分 必要 条 件 是 Zoo-(ow) 三 0. 

和 定理 2 一 样 ,定理 5 相当 于 下 烈 推理 。 

推理 . 当 z* 十 2 一 5 玫 入 二 天 时 ， On(C (DT。 (X,4),zp) ) 王 C(D。(CX dt) 
SpotzL:(0)， 

定理 6. 当 ”> 十 22 一 3 过 六 二 及时, @ :951(0) 一 再 oa(X 4; ZI]) Get 
(BCX,4) ) 是 一 些 C 同 构 对 应 . 

和 定理 3 一 样 , 定 理 6 也 相当 于 下 烈 推理 . 

推理 . 当 > 十 2 一 3 安生 < 天 时 ,go 引起 一 些 由 9@n (0)nC(CUw (ZX，4)， 2) 到 
一 op-3) (X,4;Zo)/S52bo (HGCX;4) ) 的 同 构 对 应 . 

定理 7 当 十 2 一 3 多 < 玉 时 , 届 wkEC(I(X,4))p)，Go(a) 一 zy zx 的 次 
数 为 上 (zz 的 一 个 乘 需 ), 则 
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(a) @。 (tau) 一 0， 
”(b) 2 (ta) = oo- (bi(w) ). 
这 里 Szo，， 和 定理 3 一 样 ， 表示 由 Sze，， 所 引起 的 再 Hi(X 4;Zo)/N(CE。i(X 4)) 
到 妃 。 一 oo- (X,43;2Z2)/S52oo- (BCX,4)) 的 同 态 对 应 . 


定理 5,6 瑶 明 C(I,.(X,4);p) 是 地 
再 。 er 3 (X,4; Zo)/Spbo- (有 ii (X4) ) 


C (。(X，4)，bjp) 站 St (0) 的 扩充 ， 而 定理 7 则 表 明 这 个 扩充 的 构造 ， 这 样 


C(D。(X,4)， 放 ) 就 完全 确定 了 . 
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Steenrod 运 算 和 同 伦 昊 GD 
周 学 光 


(南开 大学) 





[3]5 中 用 Steenrod 运算 确定 了 (” 一 1) 连通 空间 的 一 些 同 偷 短 的 如 分 量 娠 的 代数 
构造 ,那里 的 占 是 一 些 大 于 2 的 素数 ， 本 广 则 讲 论 如 一 2 时 的 情况 . 
G.W。 Whitehead 和 J。C. IIoaTpKrz 痢 在 1950 年 分 别 独 立地 确定 了 >” 维 球 8"” 的 
(” 十 2) 维 同 偷 三 , 张 素 戴 , Hilton ，[IIoTpKrzi 等 则 确定 了 (> 一 1) 维 连 通 空 间 的 (> 十 1) 
维 同 偷 三 . 我 们 很 自然 有 这 样 一 个 问题 ， 如 何 计 算 (> 一 1) 连通 空间 的 (* 十 2) 维 同 偷 
用 .， 当 ”> 4 时 ,本 妇 解 决 了 这 个 问题 , 我 们 将 用 Steenrod 平方 及 Adem 运算 的 推广 去 计 
算 (> 一 1) 连通 空间 的 (” 十 2) 维 同 偷 硬 的 2 分 量 重 ,利用 作者 较 早 的 结果 了 2(CX) 的 
秩 数 一 X 的 .(> 十 2) 锥 Betti 数 , 当 刀 为 奇数 时 ， C( 丰 ，(X)， 户 ) < CCDHH(CX)， 祖 ). 《大 
考 [2]), 则 (>” 一 1) 连通 鹤 间 的 (> 十 2) 维 同 偷 短 便 可 以 计算 出 来 了 . 
(I) 中 全 经 利用 Steenrod 运算 介绍 了 同 偷 硬 到 同调 熏 的 第 二 类 自然 对 应 ， 这 里 除去 
用 同 偷 三 的 第 二 类 自然 对 应 以 外 , 我 们 应 用 Adem 运算 的 推广 去 介绍 同 偷 重 到 同调 地 的 
第 三 类 自然 对 应 。 我 们 的 方法 可 以 表 明 , 计算 同 偷 生 的 问题 与 建立 更 高 类 的 上 同调 运算 
是 等 价 的 问题 . 
Shiraiwa 全 经 利用 Shimada 及 Uehera 所 推广 的 Adem 运算 去 讨论 怪 多 面体 的 同 
| 偷 型 的 问题 。 作 者 在 [9] 中 已 经 举例 就 明 Shiraiwa 的 精 果 是 错 肌 的 ， 主 要 原因 是 : 只 是 
Shimada 和 Uehera 所 介 粘 的 运算 和 和 名 是 不 足以 确定 取 多 面体 的 同 偷 型 和 (> 十 2) 蕉 
同 偷 王 的 ,还 需要 更 多 的 运算 , 因而 本 广 一 开始 就 利用 Adem 的 方法 去 介 稻 了 一 组 新 的 第 
二 类 上 同调 运算 9p ， WP 9P”， 和 
现在 我 们 将 本 广 所 使 用 的 一 些 符号 介绍 一 下 . 
在 本 文 里 ,我 们 用 C 表示 包含 的 元 素 都 是 奇数 次 的 所 有 交换 驮 所 成 的 交换 好 类 , 
对 于 任 一 空间 Y, 和 一 般 广 献 一 样 ,我 们 用 Sq': : 互 "(Y，Z2) 一 妃 ”+(Y，Z2) 表示 上 同 
调 驮 的 Steenrod 平方 ，Sqi: 刀 。H(Y, Z2) 一 万 (7Y,，Z2) 则 表示 Sq: 在 同调 二 的 对 偶 运算 ， 
对 于 任意 正 整 数 ;, 我 们 也 用 心 导 表示 由 227 到 Z2 的 自然 对 应 所 引起 的 由 瑟 "(Y, 2Z2) 和 | 
刀 "(Y，22) 到 妃 "( 了 Y,， Z2) 和 万 。(Y,， 2Z2) 的 同 态 对 应 。 用 上 表示 由 2 到 2Z: 的 自然 对 应 
所 引起 的 由 B” (Y) 和 瑟 。(Y) 到 瑟 "”(Y,， Z2) 和 感 。(Y,， 2Z2) 的 同 态 对 应 。 对 应 Sqi mo: 
万 w+ (YI) 一 妃 。(Y，Z2) 则 用 22q; 表示 . 由 万。 (7Y，DZ2) 和 瑟 "” (Y，2Z2z) 到 瑟 。(ZY) 和 
刀 "”*(Y) 的 Bockstein 对 应 都 用 Az 表示 。 如果 Y 为 一 单 连 通 空间 , wa 为 五 。(Y) 中 的 任何 
一 个 元 素 ， 我 们 用 8B"+ (Ca) 表示 一 个 边界 用 上 映 象 wa 与 Y 兴 合 的 辐 十 1 维 腔 胞 . 
设 .4 为 任 一 交换 一 ，B 为 4 的 子 帮 ，x 为 4 的 任 一 元 素 。 我 们 也 用 x 表示 4/B 中 的 


* 1959 年 5 月 4 日 收 到 . 
1) 指 参 考 攻 献 [3] 。 以 下 仿 此 。 


TY 
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包含 * 的 剩余 类 . 

其 他 的 符号 基本 上 和 [3] 一 样 .这 里 我 们 就 不 一 一 列举 了 . 

现在 将 本 妇 的 内 容 介 帮 一 下 .本 妇 分 四 部 分 。 第 一 部 分 利用 Adem 上 镑 对 应 介绍 一 
些 新 的 同调 运算 ,第 二 部 分 则 介 克 同 偷 生 到 同调 地 的 第 三 类 自然 对 应 ,第 三 部 分 是 我 们 的 
主要 千 果 ,第 四 部 分 则 说 明 如 何 利用 同调 及 同调 运算 去 确定 (” 一 1) 连 通 空间 的 (> 十 2) 


” 礁 同 偷 生 的 2 分 量 邓 . 


” 本 广 的 大 部 分 结果 已 经 在 科学 记 学 ([9]) 上 宣布 过 ,本 文 除 了 锥 出 [9] 中 千 果 的 闫 多 
证 明 以 外 ,还 补充 了 一 些 也 具有 一 定 意义 的 结果 ， 
本 妇 承 江 泽 涵 教 授 提 了 一 些 宝贵 意见 ,作者 媳 此 致谢 . 


第 一 部 分 Adem 泛 算 


$ 1. 运 算 921， we “ 


设 天 为 任 一 有 限 复 形 ， 马 为 一 固定 正 整 数 ，i 为 任 一 正 整 数 ,我 们 用 M; 表示 
届 "+(KRD2) 的 子 恒 ioAx 一 : [io2- 《Sq'(BE"(K，Z2)))] .用 Ni 表示 玉 "( 玉 ，Z2) 的 子 短 
(Sq5)- (0) n 〈《SqSqD) 一 (MD 如果 #i 一 1 则 Mi =0,， Ni = (Sq) 一 (0) n (Sq2sq0 一 (0). 

设 zx 为 Ni 中 的 任何 一 个 上 同 秋 类，x 为 x 中 的 任何 一 个 上 循环 ,可 以 假定 x 中 所 有 
的 系数 都 是 整数 ,由 于 xENi C Sqi (0)， 一 定 有 一 (2 十 1) 维 整 数 上 链 ” 使 

zt U 2)tzt 一 Gomod2. 

疏 
则 


Z(o) 一 vvU zz 二 zwU。pv， 


6(Z(o)) 一 zxUo zzmod2. 

又 由 于 xENi C (Sq sq) (Mi)， 因 而 一 定 有 一 个 (mm 十 2) 维 上 链 w 和 两 个 (m 十 3) 维 

上 镶 风 和 迪 使 下 列 条 件 成 立 ，(a) iu = 2-Lo。 (b) 和 ax-:(os) ESqz (He(K，Z2))， 这 

里 o* 表示 互 "”(〈 玉 ，Z2) 中 包含 上 循环 wo” 的 上 同调 类 . (《c) 2%” 三 (wsU bz) Un 
(xsU -bz) 一 w. 我 们 很 容易 带 明 ， 

6 ) 三 (Unbr Um-) (CU xz) f (sa 二 


严 


GSq zx 





) mod 2 . 


再 屋 吾 : C4 (KR1) 一 C 熏 ( 玉 ) 表示 Adem 的 上 链 对 应 ， 我 们 琶 
Vi (0 一 Bo 十 下 ( 十 十 (sqvUw cs 





则 


5 CD) = 8(EP Ge))+6(Z2(o) +aG +s(sqvU。 2sq) we 
和 和 (站 (zx)) 十 (zx U (7 一 2) 1 ) U 717 (zx U (mm 一 2) 8 ) 中 
十 (z na t) U (mx 一 2) (zx U -1D) zt) 一 0 mod 2. 
我 们 定义 


OF(x) 一 (9 (xD)2 mod Sq2Eetl (KR，DZ2) 十 Mi， 
这 里 〈9P (Ca))* 表示 媚 " ( 开 ，Za 中 包 合 (wx) 的 上 同调 类 ,可 以 证 明 凡是 一 个 由 Wi 到 
Et+3( 玉 DZ)/Sq2En+LR，2Z2) 十 Mi 的 同 态 对 应 . 














9 weVITOToVT 一 or 
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我 们 再 发 M- = 户 o(C (8”H(E)，2))，Ne 表示 媚 "( 玉 ，2Z2) 中 的 子 重 (Sa9 一 (0) mn 
n (Sqzsq0) 一 (M-). 和 上 面 一 样 ,可 以 定义 一 个 由 Ne。 到 w+ 天，Z2)/Sd2Em+IK 开 DZ) 十 
十 M- 的 同 态 对 应 9 : 
我 们 很 容易 发 明 , 当 1<i< 和 ij) 和 oo 时 : 
Mi CC Mi， 
Ni CNi， 
则 妃 一 (KZ2)/SqCB(K，Z2)) 十 Mi 可 以 看 为 万"+3( 玉 Zi)/(Sq2Em+I(K，Z2) 十 


+ Mi*i) 的 商 三 .假定 由 前 者 到 后 者 的 射影 为 粒 , 由 N; 到 Ni 的 内 射 对 应 为 rz， 显 然 我 


们 有 
轨 二 一 江 
和 直 于 天 是 一 个 有 限 复 形 , 如 “《〈 天 ，Z2) 一 定 具 有 有 限 多 个 母 元 素 ， 屋 CE” (天 ) 2 
的 其 数 为 2 。 利 用 土 式 很 容易 地 可 以 说 明 当 > 十 1 和 ;和 o 时 ,9 一 rt Mi 三 Mi， 
Ni 一 Ni， 这 发 明 对 于 一 个 固定 有 限 复 形 求 喜 只 要 有 限 多 个 运算 0， .………，921 就 行 了 . 


;2.9 ,，…… ,9 9” 在 同调 邓 的 对 偶 运 算 


发 : 为 任 一 正 整 数 ,我 们 用 Zi; 表示 媚 。:3 (KZ2) 的 子 丰 必 ,z[(SqaA 一 (0)] ,用 7 
表示 已 -::(KE，Z2) 的 子 生 Sqz (0) n Li 如果 一 0， 则 规定 Di = 0， 显 然 当 这 郑 情 时 ，, 则 
9?: 的 对 倡 对 应 是 一 个 由 Ti; 到 如。( 天 ， Z:)/Sq: ( 吾 。52( 开 ， Z2)) 十 Sql Sqz 工 ,- 的 对 应 pi， 
而 9” 的 对 伪 运 算 则 是 一 个 由 Sqz (0) nn io( 囊 :3(R)) 到 瓦 。( 玉 ，Z2)]/Sqz( 妃 天)) 十 
十 Sqi2 上 qz(。:3(K)) 的 对 应 p-. 对 应 mo: 2 qi (00) 一 互 史 玉 ,Z2)/Sqz( 瑟 。2( 玉 ,DZ2D)) 十 
十 Sq (Saq: 忆 -:: (KJ)) 则 简写 为 0. 


生 


3 3 在 一 些 简单 多 面体 中 ,9 .， “2 他 ”) 史 ， “2 过 。 NA。 ) 史 。 的 计算 


首先 我 们 介 超 一 下 Adem 在 [4] 中 所 介绍 的 运算 @ 和 这 里 所 介 加 的 运算 的 关系 .。 根 
肖 理 和 的 定义 ,我们 很 容易 起 明 下 列 命 题 : 
命题 1 发 xEB”(K) 而 且 Sq oo(x) 三 0, 为 任何 一 个 正 整 数 或 z， 则 
(a) po(zz) ENi， 
(b) SG(x) 人 9P peo(z) mod Mi;+i 十 Sq 万 ”” (天 ， Z2) 
利用 四 和 9 的 关系 ， 我 们 就 很 容易 襄 明 在 一 些 简 单 的 多 面体 中 如 何 计算 运算 2 了, 屋 
瑟 二 为 卫 -::(S”) 中 的 母 元 素 , 则 我 们 有 下 述 命 题 
命题 2 在 3”U BE (nm ) 中 ,下 列 关系 成 立 : 
(a) Pi([S”]。) 一 [Bo (2 )]， 
(b) 9i(LE” (Im )]e) 一 [3S"]。. 
证 由 14] 在 3S"UE"+(CIZT) 中 ,0([S"]*) 一 [BE (加 )", 利 用 命题 于 我们 局 
上 得 到 (as). 由 于 (b) 是 (a) 的 对 偶 命 题 , 因 此 (b) 也 成 立 ， 
发 < 为 中 。::(S~) 的 一 个 母 元 素 , 我 们 用 3"| 人 表示 (mm 十 了 维 腔 胞 也 (2 如果/ 
为 2 的 一 个 乘 棕 , 利用 由 S”U ET ) 到 (SA) U BY” (2 ) 的 内 射 映 象 ， 我 们 得 
到 下 列 命 是 


一 人 wm amaeeinsiteeti mscevvamae 














矶 Saerr Egg 
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命题 3， 设 ;为 2 的 任何 一 个 乘 舌 ,; 为 任何 一 个 正 整 数 , 则 在 (S"|)) U Bm+3(Cz7P+2) 
中 ,命题 2 的 (a) 和 (b) 仍旧 成 立 . 
屋 S”” 为 任何 一 个 和 S$"| 只 有 一 个 公共 点 的 (mm 十 2) 维 球 ， 有 为 Dr(S”) 的 一 个 
母 元 素 , ; 为 任何 一 个 正 整 数 , 则 我 们 有 下 述 命题 . 

命题 4 在 (3S"|1) U S"12 U En+CNt 一 218) 中 ,下 列 关 系 成 立 . 
(a) [S”]* EN，， 
(b) 9 (4[S"]”) 一 [Bo (2 一 28)]。， 
(c) [Bo 一 28)]a6T，， 
(d) PiC[E” (Im 一 28)]s) 一 [S”]。. 

证 . 根据 Ni 的 定义 ,马上 可 以 说 明 (a) 。 利 用 把 8S"”” 泛 合 为 一 点 的 办 法 ,马上 可 以 
说 明 (b).(c)(d) 是 (a) 和 (b) 的 对 偶 命题 不 用 证 明 ， 

由 于 了 (CS”|2) 2 屋 ?7 为 轴 .:(S”:2) 的 任何 一 个 母 元 素 ， 则 12t 一 27 假定 
S?” 和 37” 为 任何 两 个 和 S"|2 只 有 一 个 公共 点 2 的 (m 十 2) 维 球 , 而 且 ST ”和 8S? ” 相 
互 间 也 只 有 一 个 公共 点 0,. 届 友和 应 分 别 为 QHa(0STY ) 和 了 oa(S2 0) 的 母 元 素 , ;7 为 
两 个 适合 和 条件) > 1 十 I 的 正 整 数 ， 屋 尺 三 (S” 2)USYT2 US UBEY CI 一 21B) U 

U 丽 (7y 一 28)， 则 我 们 有 下 述 命 题 . 
命题 5. 在 多 面体 尺 中 ,下 烈 关 系 成 立 : 

(a) Ni 一 一 …… 一 Ni 一 Nii 一 0， 
(b) Nira 一 万 "(R;,Z2)， 
(c) As 一 [ET (Im 一 2180)]” ”mod [By 一 280)]. 
(d) Ti 一 T2 一 一 Ti 一 TH 一 0， 
(e) “Ti+a 一 Care 7m ”一 21B)]s)}，. 
(Pi 人 [本 (CIo 一 2180)]a) 一 [S"]s; 

这 里 《[ 了 4 后 (1 一 21B ]s} 表示 在 囊 w+s(R，Z2) 中 以 [本 (1 ”一 2180)]e 为 母 元 素 的 

子 重 ， 

凸 . 利用 Sq'(Sq:[S"]s) = Sq (0S"|12]?) 三 [ 玉 ”(y 一 28)]” 及 尺 的 上 同调 硬 的 
计算 , (ec)，(2) 马上 可 以 得 到 诈 明 . 

如 果 把 S? 王 友 合 为 一 点 0， 则 ” (1 一 2 有 ) 迭 合 为 一 个 (2 十 3) 蕉 腔 胞 
酌 (1 ， 屋 了 一 (38"|12)1U 夯 (NURTGY 一 28)， 琴 一 (3|12) U 夯 ”(1m  )， 
届 由 酌 到 了 的 内 射 映 象 为 加 由 尺 到 了 的 迭 合 映 象 为 2, 则 由 于 在 克 中 ， 

9p ([S"]) 一 [本 (72 0)]。 
利用 映 象 4, 可 以 谣 明 在 了 中 





9pi+2([Sm]e) 一 [BY9+3Czm+2)] 宣 mod B2+3CY 一 21B2)]s | 

利用 映 象 !. 可 以 癌 明 在 尺 中 | 
Pir([S"]s) 一 Pi ([S"]*) 一 

一 PDM([S"]*) 一 人 ([B3 (CIP )]s) 一 S 

一 【到 (到 归 一 2180)]。 mod By 一 21B0)， E 

这 样 (c) 得 到 了 证 明 ， 


和 
3 
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类 似 可 以 证 明 (d)，(e) ，(f), 在 这 里 我 们 得 指出 , 直 于 在 尺 中 , 9p15 9it 的 定义 
域 等 于 雾 ,因而 在 尽 中 , p! = 0 一 … = 9i+l 一 0, 由 于 9 六 0. 这 丽 明 对 于 所 有 的 复 
形 来 遂 ， ?1， 2 9 ， (不 包含 9p”) 是 独立 的 


党 二 部 分 ， 同 丛生 到 同调 丙 的 自然 对 应 


$ 4. 同 伦 苦 到 同调 双 的 模 2 的 第 一 类 自然 对 应 


( 工 ) 中 佛经 用 Steenrod 运算 (oo 一 定义 了 同 偷 重 的 模 靖 的 第 二 类 自然 对 应 ， 如 果 把 
那里 的 请 换 为 2，22 oo 一 换 为 2"q,， 对 任 一 单 连通 空间 Y, 我 们 同样 可 以 定义 同 偷 重 的 模 
2 的 第 二 类 自然 对 应 Cn。. 

0 : 0z (0) 一 刀 。-1(Y，Z2)/2C qiCY7)。 

设 次 4 为 DCS”) 的 不 等 于 雾 的 母 元 素 , 显 然 在 S"”U Br (2 ) 中 ， Sq [SS 加) 一 
一 [Br (or De 因而 Sq([B” (2 0)]s) 一 [S"]s， 因 而 在 S” 中 ，0ori( 癌 ”) 一 [S"]。， 
利用 这 个 性 盾 ,我 们 有 以 下 车 葵 。 

命题 6. 设 ) 为 任何 一 个 整数 ， 对 于 多 面体 8" |)10 来 说， 0 是 一 个 同 构 对 应 . 

证 如果/ 人 =0 mod2. 则 了 as) 一 DZ 而 克 是 也。(S2) 的 一 个 母 元素 . 
由 于 妃 。 (SA) 一 0， 因 而 味 4 (0) 三 DC(S”) ， 因 之 六 全 出 是 0354 (0) 的 一 个 母 元 
素 , 由 于 五 。(S"|),，Z2) ~ DZ 而 [S"]。 是 囊 w(S"| 1， Z2) 的 一 个 母 元 素 , 因 之 @%+ 是 一 
个 由 DCS”: 2) ( 即 @zt(C0)7 太 到 瑟 。(CS2 | X，Z2) 的 同 构 对 应 ， 如 果 人 一 1 mod2， 则 
[Ti(S”) 一 0, 妃 w(S” 人，Z2) 一 0， 显然 Oo 也 是 一 个 同 构 对 应 . 

(让 毕 ) 

珊 ) 为 2 的 乘 需 , 届 由 S" 到 (S"|)) 的 内 射 映 象 为 工 , 由 5211 到 【《 天 11 82) 的 内 射 
映 象 为 M, 则 下 烈 序列 

Da(S”) -一 Jra(S"| 1) 一 下 Toha(S“ 152) 一 有 CS) 一 再 os) 

是 一 个 恰当 序列 由 于 工 : 0 (0S”) 一 人 is“ 人) 是 一 个 一 一 同 态 对 应 ， 因 之 M: 
,CS 71) 一 也.2(CS | 人，S”) 是 一 个 稀 同 态 对 应 . 

和 ( 工 ) 一 样 , 我 们 可 以 定义 空间 对 的 相对 同 偷 重 的 模 2 的 第 二 类 自然 同 态 对 应 ， 由 
地 朵 :2 (CS | 人 ， So 和 Zi(CS”| 72， SS” 》 Z2) 分 别 与 压 Sn 5 末 ，+1 《Se Z2) 同 构 ， 因 
之 Go: Ga42(0): 丰 。a(S2 人，S) 一 刀 。H1(CS" | 人，S”，Z2) 是 一 个 同 构 对 应 ， 利用 下 型 图 
形 的 可 交换 性 

Gu.H2M 一 Me Ga 
It:z(CS"| 0 一 。a(CS”|X， Sm) 
| m%: | “。 
末 。H(S"| 1，Z) 一 本 ri(S”| 2，S”，ZD2) 
我 们 立刻 得 出 下 烈 结 论 ， 
命题 7， 变 ) 为 2 的 一 个 乘 寡 , 则 在 多 面体 S"|) 人 中, 0 是 一 个 满 同 态 对 应 . 





1) 如 果 2 一 0, Sm10 表示 思维 球 。 


， 
E 
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“事实 上 ， 即使 是 _ 般 的 整数 时 ， 上 述 性 质 也 是 成 立 的 ， 由 放下 本 站 个 全 要 我 们 巧 不 
介 要 了， 
命题 8. 表 Y 为 任何 一 个 单 连 通 空间 ， aEIL(Y) 则 
(a) Qnri(aoyz” ) 一 0)， 
(b) orao 友 站 ) 一 122,0 On-(a) mod 57 q( 刀 rz(Y)). 
证 愉 ax 是 一 个 由 S” 到 Y 的 映 象 , 则 Gu。(aozz+) = ua( 人 (OH(I2tD)) 一 xue(0) 一 0， 
所 以 (a) 成 立 . 
Gili(Caozpt+l) 一 0 中 》 GaH(z72t+ ) 一 0 中 ([S“]。) 一 /2.0 On， (a) mod 22q(CGEHaCY)) 所 
以 (b) 也 成 立 . 
(让 毕 ) 


$ 5. 同 伦 台 到 同调 至 的 模 2 的 第 三 类 的 自然 对 应 


_ 屋 了 为 任 一 单 连 通 鹤 间 , wkIa(Y)， 屋 二 YU Br+l(a)， 届 由 Y 到 Y' 的 内 射 映 象 
为 g， 如果 Q@w(a) = 0， 则 可 (Ca) 在 Y 中 表示 一 个 循环 ,而 且 在 了 Y 中 ,0 (oa) 一 8 2 qz 
(LE (Go)]e) mod 52q(Rwi(Y))， 如 果 @(o)=0, 在 已 sr(Y) 中 一 定 有 一 zx 使 ga92q， 
[Et(a)]a 王 20qxo), 即 92q([Bo+i(a)]e) 一 90qge(e)， 因 之 在 Y 中 ,90qx([Bm+i(a]s 一 
一 :8e(Ct)) 二 0. 则 对 [BE"+ (ao)]s 一 ge(z) 可 施 以 运算 0,. 我 们 定义 

gp(a) 一 851(0([E9(a)]s 一 gs(xe))) mod 
Sqz( 瑟 (了 ， Z2)) 十 SqiS2q:( 瑟 HiCYD)) 十 0(22qi (0)). 

和 ( 工 ) 一 样 ,同样 可 以 证 明 是 一 个 由 051(0) 到 吾 。，:(Y，Z2)/Sqj(Hw(CY,ZD) 十 SqjSq:。 
《Br (7Y)) 十 0(22dil(0)) 的 同 态 对 应 ,我 们 称 0 为 同 偷 者 到 同调 寿 的 模 2 的 第 三 类 自 
然 对 应 。 本 妇 简 称 为 同 偷 重 的 第 三 类 自然 对 应 . 

为 了 说 明 方 便 起 见 , 我 们 用 S"|0 表示 和 姑 维 球 S", 则 我 们 有 下 烈 命题 

命题 9， 届 为 0 或 2 的 一 个 乘 寡 , 则 在 多 面体 8"| 人 中, 02 是 一 个 同 构 对 应 . 

证 由 于 在 SA 中 ， G, - 0z12(0) 一 可 也 ,2(0S” | 7) er 瑟 。HCS”| 人， Z2) 是 TS-:; 一 个 左 同 
态 对 应 , 因 之 Go (0) 一 DZ, 由 于 Oo (1 一 0 而 且 在 S" 人 人 中 驳 ” 壮 0, 因而 允 ” 是 

Go (0) 的 母 元 素 ， 由 于 在 SU Bt (到 吕 ) 中 ,0([B21 (2 )]a) 一 [S"]s。， 因 而 在 
《SN 中 ,GoHi(I2t 2) 一 TS?]s。、 由 于 瑟 m(S" 人 ，2Z2) 一 Z2.， 因 而 go+ 是 一 个 由 orz(0) 
到 豆 w(S"|，Z2) 的 同 构 对 应 . 

事实 上 ， 上 述 命题 是 对 任意 整数 1 成立 的 ,由 于 以 后 不 需要 , 这 里 就 不 介绍 了 . 
命题 10. 愉 ) 为 0 或 2 的 一 个 乘 宕 ,为 也 sa(s|)) 中 的 任意 一 个 元 素 gw,， 则 
Ga(2a) 三 SqlGni(a)， 
证 . 只 要 恋 明 上 述 性 质 对 也 .2(S2"| 7) 的 任何 一 组 母 元 素 成 立即 可 . 
如 果 ) 人 一 0, 则 由 于 7 2 是 世 . :2(CS=) 的 母 元 素 ， 而 Ga(721) 一 22 和 9? G 2(277 + ) 一 人 
GO+z(0) 一 0， 因而 GCC277 7) SdqGnH(C7Im” ， 
如 果 ) 之 2, 由 $4 的 叙述 在 轴 a (CS"|)) 中 一 定 有 一 元 素 Y 使 MGY) 兰 0,( 这 里 M 





1) 这 里 wenztl 卖 示 zi 与 & 接合 后 所 得 的 上 映 条 ，Qa',zz2t+ 所 在 的 同 伦 类 ， 
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-一 -一 一 


表示 由 S"| 到 (S"|，38") 的 内 射 映 象 )， 而 且 Gy) = [3"|]s， 如 果 /== 
= 27y， 而 且 7Y 是 Da(S"|2) 的 母 元 素 ， 因 而 gz(27) 三 Qi ( 友 三 四 
Sqi(Go。+z (077)) 人 Sqi([S"|2]s) = [S"]。， 因 之 gsi(27) Sqig@wsa(y: 如 果 人 > 2， 司 
2y 一 0, 而 且 驳 世 和 7Y 是 也 .2(S”|)) 的 一 组 母 元 素 , 由 于 @:i(27) 间 Jonmsz(0) 二 0 而 
Sqi@n+a(y) 一 Sqi(S" 17) 一 0， 因 之 Ga(27) = Sqigsz(7Y)， 和 前 面 一 样 Gonaz(22 ) 人 
一 Sql 0@z42(723)， 因 此 上 述 命题 对 Da(S" 12 的 任意 元 素 % 成 立 , 》 
【《 证 些 ) 

和 命题 8 一 样 ,我 们 可 证 明 下 烈 命 题 . 
命题 11. 慨 Y 为 任何 一 个 单 连 通 人 空间, wxEIw(Y7)， 则 

(a) Gao71z “) 一 0， 

(b) “Guoaozm  ) 一 0， 

(c) Quoia(Caoz72T ) 一 Gaoa) mod 

[Sq:( 瑟 .2(CY， Z2)) 十 Sqli2A qz( 甩 3CYD)) 未 (5 qi 0) 


第 三 部 分 主要 桔 果 及 其 证 明 


$6. 主 要 和 结果 


定理 1 下 Y 为 任 一 单 连 通 空间 wEIT,:2(Y), ;为 任 一 正 整 数 , 如 果 2 一 0 划 
(a) Q@。(2a) 一 0， 
(b) Gow(2ia) 一 Sq202i@ (wx) mod 22qz(BHCY)) 
(c) ”如果 @o(2ia) = 0， 则 
(au) 一 Pi0i@ (xy mod 
[Sqz( 互 v (X，Z2) 十 Sql Sqz(Z 一 ) 十 9pi 1oS2qi (0)]. 
这 里 02 表示 [3] 中 所 介 可 的 同调 寿 的 上 边 称 运算 . 
慨 ”为 任何 一 个 大 于 3 的 正 整数 ， 在 本 文 里 ,我 们 假定 X 是 一 个 适合 - 下 烈 条 件 的 单 连 
通 空 间 : 
@ 当 2< 和 ;和 及 2 一 1 时 , 卫 :(X，Z2) 一 0; 
Q@ 一 .(X)，,HCX)，。HCX) 都 具有 有 限 多 个 母 元 素 . 
条 件 四 相当 于 下 烈 条 件 : 
是 一 个 (2” 一 1) 一 C 一 连通 空间 
定理 2.。 让 ziEC(Z2(CX)， 2) , 则 玫 是 一 个 球面 元 素 的 充分 必要 条 件 是 SAzq() 一 0， 
利用 [2] 中 定理 2 ,@a+x(0) 是 一 有 限 和 者。 我 们 有 下 列 推 理 ， 
推理 ，@ (CC (CX)，2). 三 CCCX)，2) n 59gz (0)。 
如 果 和 是 是 一 个 〈” 一 1) 连通 空间 , 则 定理 2 可 以 扩充 为 下 述 定 理 . 
定理 2 . 如 果 X 是 一 个 (2 蕊 本 1) 连通 空间 ， UpEF 玉 2(X)， 则 zx 是 一 个 球面 元 素 的 充分 
必要 条 件 是 2 qz(zx) 一 0. 
现在 我 们 来 介绍 式 的 0@z+2(0) 的 构造 . 
定理 3。 对 于 X 求 喜 , 炙 。 : 0542(0) 一 妃 。H1(CX， ZJGpq(Bsai YXJ)) 是 一 个 三 同 态 
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对 应 。 
由 于 @542z(0) 是 一 有 限 季 ,我 们 有 下 述 推 理 . 
推理 ， Ga(Cc(@54(0)，2)) = 已 ol (X，Z2)/S2q:( 古 3(X))， 
定理 4. 对 于 已 来 遂 ， Go * 0 (0) 妃 。 (X， Z2) / Sq: ( 感 。- (X， Z2) 十 Sql SA qz， 
( 互 。:3(X)) 中 p(22qi(0)) 是 一 个 C 同 构 对 应 . 
由 于 (0) 是 一 个 有 限 舍 ,我 们 有 下 烈 推理 ， 
推理 。g@5sa 引起 一 个 由 C 《9535(0)，2) 到 再 。(X，Z2) /Sq (Hta(X，Z2)) 十 SqlSqz。 
《BCX)) 十 9022qz(0)) 的 同 构 对 应 . 
定理 5. 对 于 空间 和 X 的 054:(0) 中 的 任意 一 个 元 素 w， 
G,:(2a) 一 Sql Ga(a) mod 
Sq:(BE。z(X，Z2)) 十 Sql 2 q (3s(CX)) 十 9(252qz5(0))， 
事实 上 ,定理 5 中 的 (b) 对 于 任意 单 连 通 空间 YY 成立, 由 于 证 明 比 较 麻 烦 ， 而 且 以 后 
也 不 需要 ,我 们 这 里 就 不 介绍 了 . 
定理 3 和 定理 4 谣 明 了 ， 考 C (ID (X)，2) mn 05 (0) 是 大 如 。(X，Z2)/Sqz ( 瑟 tr 
(《X，Z2)) 十 Sql22q (Has(X)) 十 (22q 一 (0)) 被 恒 妃 oH(X,Z2)122q(E3CX)) 的 扩充 ， 
而 定理 5 则 喜 明 这 个 扩充 的 构造 。 这 样 硬 C(D2CX)，2) nn Ga5t2(0) 的 构造 就 完全 确定 
了 。 而 定理 2 则 襄 明 王 C(I。:2(X)，2) 是 重 CGIT(CX)，2) n 0@542(0) 秆 硬 CC(G。2(X) ,2) 
n 22qix(0) 的 扩充 ， 我 们 将 在 第 四 部 分 喜 明 ,利用 定理 1 可 以 说 明 这 个 扩充 的 构造 这 
样 ， CCI。:2(X)， 2) 就 完全 可 以 用 同调 驮 及 同调 运算 本 确定 出 来 . 











$7. 定 理 1 的 证 明 


设 Y 为 任 一 单 连 通 空 间 ，z 为 任 一 大 于 上 的 正 整 数 , w'EI。 (Y).， Gow(w') 一 0， 有 为 
(3S”) 的 一 个 母 元 素 , ; 为 任 一 正 整数 , 慨 Y =YU 3S”U Bf (wu 一 28), 则 我 们 有 下 


列 命 题 . 
命题 12. 在 多 面体 Y 中 
(a) Gun(a') 一 Sq02([S"]。) mod 22q NICY)， 
(b) 如 果 Sq262z ([S。]s) 一 0 mod SA q 瑟 riCY ); 
则 


Cn(a') 一 9i02 ([S"]s) mod Sq:( 瓦 。(Y ,Z2)) 十 SqlS52q(Li-D) 十 pi oo(22qil(0))， 
证 . 如 果 将 S” 闪 合 为 一 点 0,， 屋 所 得 空间 为 Y"“， 由 YY 到 YY 的 兴 合 映 象 为 T。 由 
Y 到 Y' 的 内 射 映 象 为 了 则 权 ”(a 一 28) 迭 合 为 一 个 (mm 十 1) 维 腔 胞 +LCa)， 则 
Y“ 一 YU 可 (ax)， 代 可 以 看 为 由 Y 到 Y” 的 内 射 映 象 ,由 于 在 Y 中 : 
Go (ca ) 一 (7IL)3 52q([ 丽 (oa)]s) mod 92q (CCY))， 
因此 在 Y 中 : 





Gon(x ) 一 Za (TIL)3 22q([E+ICo)]s) = 
一 Ts 22q[HH(a)]。 一 
一 22q Tz [ET Ca)]e 一 
一 52q ([ 可 (Ca 一 28)]e。) = 


帮 
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一 Sq ([Bm+l(a' 一 218)]。) mod 52qBCY). 
前 一 式 中 的 [Et (Ca 一 218)]。 表示 在 妃 w+ (7Y ) 中 同调 类 ， 而 后 一 式 中 的 [En"+ (Ca 一 
一 218)]。 则 表示 在 媚 。:i(Y, 22) 中 的 同调 类 ,在 了 中 ,显然 “ 
Ar [En+i(a' 一 2iB)]s。 一 [S"]。. 


因而 
6 ([S"]s) 一 [BT (Ga 一 28)]s。 -mod /mo(CBwrCY)). 
因此 在 Y 中 
Gu.(a') 一 Sqi6z([S"]o， mod 22qi( 瑟 ii(CY)). 
如 果 在 Y 中 ， 


Sq252 ([S“]。) 王 0 modSzq (BCY 7))， 
则 由 (a) 可 知 , 在 Y 中 对 w 可 以 施 以 运算 go 由 于 2Zq([S"]s) = 册 根据 7T; 的 定义 
也 很 容易 瑶 明 
[Bt (Ca 一 28)]:6ET， 因此 对 [BE (ax 一 28)]y 可 施 以 运算 .9 ， 和 前 面 一 样 。 同 
样 可 以 证 明 
go(a) 一 Pi [ECa 一 218)]s>) mod 
SqaiB(Y“，Z2) 十 SqSez (Li-1) 十 Pinio22qi (0). 
因而 
Cn (a) 一 pi62[S"]。 mod 
Sqz (有 Hi(Y ，Z2)) 十 SqiSqz(E 1) 十 9 琴 o(22 瑟 :0)). 
(证 上 毕 ) 
定理 1 的 证 明 .。 裔 xc = 2ic. Y,，S"”, 有 B 的 意义 和 前 面 一 样 ， 假 定 S” 和 Y 只 有 一 个 公 
共 点 0, wa 是 一 个 由 SS” 到 Y 的 映 象 ,而 且 wx(0) = 0, 作 由 YUS” 到 YY 的 映 象 眉 如 下 
cas 尘 yEY 时 ; 
F(y) 一 xf 人?y) 当 yES” 时 . 
显然 忌 是 音 值 的 ,而 且 是 连 敌 的 ,由 于 Y 中 , Fa 一 218) =a 一 2F(B) 一 w 一 2iu=0， 
因此 万 可 以 扩充 为 一 个 由 Y 到 Y 的 映 象 G、 由 于 在 Y 中 : 
GO (ax) 一 Sqib6z (0([S"]。) mod 22q 万 CCY )， 


因而 在 多 中 : 
@w(a) 一 Ga(Sq 0 [S"]s) 一 Sdaz2G([S”]s。) = 
一 Sq20z xs([S”]。) 一 = Sq202 0 (oa) mod SCq (HH (CY )) 
同样 可 以 证 明 (b) . 
《证 毕 ) 


8$ 8. C(D,。: ( 刁 ) 》 2) 的 计算 


设 ol， 导入 二 二 ak 为 厅 ， (XI) 的 一 组 C 基底 ， Bi， RN 有 为 1 (X) 的 一 和 组 C 基底 ， 当 
1 委 ;i 委 和 时 , ow 是 一 个 由 8 到 和 X 的 映 象 ， 当 1 秋 ii 和 1 时, 有; 是 一 个 由 S8 到 X 的 映 . 
象 , 如 果 w 是 一 个 自由 元 素 , 取 1 = 0， 如果 w 是 一 个 有 限 次 元 素 ; 取 履 = wi 的 次 数 , 则 
o 可 以 扩充 为 一 个 由 S? | 人 (这 里 S"|0 表示 天 维 球 3S9 到 和 X 的 贞 和 象 %, 可 以 假定 弛 1 败 ……， 
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3 3 要 到 坟 央 内 有 上 个 侣 夫 点 0, 而 且 wm (0) 一 …' 一 ak(O)== 
= 一 BO) 一 … 王 有 BO). 更 屋 工 二 > 《CS 1) U 二 (S?+0， 作 由 了 到 X 的 映 象 了 使 


[区 


f(x) 一 wzi(x) 当 xESf 1 1 和 i<R 时 ; 

f(x) 一 有 (xs) 当 xES8+ 1< ii 过 7/ 时 . 
显然 了 是 单 值 的 连续 的 ,， 当 和 和 2 时 ,7 记 DCP) 一 有 2(X) 是 一 个 5C 同 构 对 应 。 当 zx = 
一 所 十 工时 ,7 半 : 也 (PP) 一 也 CCX) 则 是 一 个 C 满 同 态 对 应 。 利 用 Whitehead-Serre 定理 ， 
则 fj: 妃 。(P) 一 。(X) 是 一 个 C 同 构 对 应 ,而 加: 刀 ,H(CP) 一 瑟 。:(CX) 则 是 一 个 C 渗 同 
态 对 应 ,由 于 我 们 所 考虑 的 问题 是 同 偷 性 盾 , 而 X 和 上 的 映 象 柱 体 Xi 双 是 同 偷 同 胚 的 ,为 
了 下 面 遂 明 方 便 起 见 ,我 们 把 X 和 2 看 为 同一 空间 ,而 也 则 看 为 X 的 子 集 , f 则 看 为 由 也 
到 X 的 内 射 映 象 ， 屋 由 X 到 (〈X,:P) 的 内 射 映 象 为 g, 利用 (X, P) 的 同 偷 王 的 序 烈 恰当 
性 ,显然 下 烈 命题 成 立 

命题 13。(a) 了,(X, P) 一 1， 
(b) 当 2 入 ;和 2 十 1 时 克 (X,P)6EC， 


利用 Hurewicz-Serre 定理 : 0@.:2: Ja (和 X， P) 一 万 2 (X， P) 是 一 个 C 同 构 对 应 ， 直 


媚 。H(X，P)1OzCTIssa(X，P)) 的 灵 数 为 思 则 上 是 一 个 奇数 ， 对 于 妃 。a(X) 中 的 任意 元 
素 XU 则 | 由 于 tgs (z) 《0 (0 (X， P)). 因而 在 厅 ,+2 (X， P) 中 一 定 有 一 元 素 w 使 
OH(a) = tgs(x)。 我 们 再 用 和 人 表示 相对 同 偷 竹 的 边 称 运算 。 如 果 把 [3] 中 的 Seo-: 换 为 
Sqz, 我 们 可 以 用 和 [3] 中 同 梯 的 方法 及 上 王 1 mod2 诈 明 下 烈 命题 . 
命题 14. 假定 a 的 意义 如 上 面 所 述 , 则 
(a) GoHGA(Ca)) 一 0， 
(b) 因 GoHiCAGCa)) 一 22q2(x). 

利用 命题 14 及 和 [3] 中 同样 的 方法 ,我 们 可 以 证 明 下 烈 命题 . 

命题 15. 0 : 0541 (0) 一 媚 。(X,Z2)1S52q (Ba(X)) 是 一 个 C 同 构 对 应 . 

由 [2] 定理 2， QH(CC (CU (XI 2) 三 CCBHiCX)，2)， 利 用 这 些 和 结果 可 以 癌 明 
CCU。H (X)，2) 是 恒 妃 ,(X，Z2)125C dzGXD)) 彼 理 CCCX);2) 的 扩充 ,而 定理 1 则 
表 明 了 这 个 扩充 的 代数 构造 ,这 样 C4U。:(X)，2) 就 完全 确定 了 。 由 此 可 得 出 Hilon 关 
于 Di(42) (>3) 的 辕 果 . 9 

如 果 (Y, B) 是 一 个 适合 下 烈 条 件 的 弧 连通 肉 间 对 : 

(a) 帮 (B) 一 1， 

(b) 克 (X) = 1， 

(c) 殉 (X;,B) 一 1，. 
和 (1) 中 一 样 。 利用 把 如 友 合 为 一 点 的 办 法 , 同样 可 以 定义 由 卫 。.(Y, B) 中 的 子 恒 0 (0) 

妃 。-i(Y,B)/52q(HwH(Y,B)) 的 模 2 的 第 二 类 自然 同 态 对 应 ,和 前 面 一 样 , 如 果 (Y;B) 

还 适合 下 烈 条 件 : 

(a) 二 ECB)EC， 

(b) 当 2 和 ii 和 yx 一 1 时 ，Ui(Y, B)EC， 
命题 15 中 的 X， 如 果 换 为 空间 对 〈《Y，, B) 时 ,命题 15 仍旧 成 立 . 
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$9. 多 面体 己 的 性 质 


假定 P,S?|1，Sz+ 的 意义 同 $8 一 样 ， 利 用 也,(P,，ZD2) 一 Y 和 12 2Z2)， 


1 


已 ori(P，Z2) 一 > Hat(S8 | 2，Z2) 十 二 Fr (CS ，Z2)， Da (P) nm Da (S7 | 12) 十 


二 1 1 


+ 立 有 li (sy+0 以 及 第 二 部 分 所 令吉 的 在 多 面体 sp 111，spi 中 鸭 及 gu 的 性 质 . 


1 


:我 们 有 下 列 和 结论 . 
命题 16. 在 多 面体 PP 中 ,下 烈性 质 成 立 : 
(a) Ga: DCP) 一 +ICP， 2Z2) 是 一 个 满 同 态 对 应 ， 
(b) 0@H: 0x 克 (0) 一 已 o(P，Z2) 是 一 个 同 构 对 应 ， 
(c) 对 DCP) 中 的 任意 元 素 ca: 
G，*+H(2a) 一 一 5ql @,H(a)， 
(d) Go(0) = 加.(P)。73 7 这 里 72 表示 人 3S2 中 的 母 元 素 . 
证 . 前 面 的 说 明 邹 是 (a),(b),(c) 的 证 明 ,现在 我 们 只 证 明 (d);) 显 然 (II(CP)oz727 0)C 
0242(0)， 我 们 只 证 明 @of(0) C PC(P)o72， 珊 BEO(0)，Gv(B) 三 坷 在 古 MP) 
一 定 有 一 "使 mo (z) = x, 由 于 Go: 了 ,(P) 一 已 。(X) 是 一 个 同 构 对 应 ,在 也 ,(P) 中 一 . 
定 有 一 7Y 使 G.(7) 一 v. 由 命题 11， GHz(CY7oz2T ) 一 HG。(7) 一 2 peo(z) ee Ga(B)， 
由 于 0 : @4:(0) 一 ,(P,，2Z2) 是 一 个 同 构 对 应 ， 因 而 有 三 Yeyas ”6EIJs(P)。72， 所 


以 〈d) 成 立 . 
《证 毕 ) 
为 了 下 面 的 说 明 不 致 引 起 刘 淆 , 设 Y 为 任 一 单 连 通 空间 , QI。:2(Y) 的 子 王 @,(0) 用 
人 表示 


命题 17. 在 空间 X 中 ,下 型 关系 成 立 : 
(a) C(0O542x(0)，2) 一 大 ICP))， 
(b) C(Oox(0)5 2) 一 帮 Gap(07). 
证 .， (a) 的 证 明 ,| 显 然 刀 DAP))CCGCG2 :2x(0)，2)， 现在 只 证 C(@z4,x(C0) 2) 所 
CC f(D。2CP))， 屋 wECc(05200)，2)， 考 虑 下 烈 同 偷 玫 序 列 : 
Ia(P) 一 一 ”7 亲 THCX7 -一人 optX，P) 


| ee | 


HP) 一 0 一， 万。(X) -二 > 瑟 sa(X，P). 
由 于 G.2(Ca) 一 0) axEC(I。H2(CX)， 2)， 因 而 Ga(Cg(Ca)) 本 gx (a) 一 0. g(Ca)6E 
CCnD。2(X;P)， 2) ,利用 (X;,P) 是 (2 十 1) 一 C 一 连通 的 ,Go 了 (0XP) 一 媚 。ra(X，P) 
一 休 C 同 构 对 应 ,因此 g(w) = 0, 所 以 wkf(C0 2(CP)7; 这 样 (a) 得 到 证 明 . 
(b) 的 证 明 ， 显然 下 pr(0) C CCO5xC0o，2)， 现在 只 证 明 CGOox(0)，2) 忆 


C 故 0osfzp(0)). 珊 已 一 二 S? , 由己 到 忆 的 内 射 映 象 用 4 表示 , 由 己 到 X 的 内 射 映 


ee 
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象 大 则 用 访 玫 示 , 由 X 到 (X，P") 的 内 射 映 象 则 用 g' 表示 ,我 们 很 容易 瑶 明 : i) 0。(P) 一 
一 4(D。(P")); iD 0 一 加 。(P)oz72t+2 一 4(0。(P)oz72t9) 一 4(I。(P")oz72t2) 一 5(0 2(P。)); 
证 ) 由 于 当知 委 关 一 工时 为 : I。(P) 一 瓦 。(X) 是 一 个 C 同 构 对 应 , 大: DCPn) 一 。(X) 

是 一 个 C 满 同 态 对 应 ,因此 思 秋 a 时 . U。(X, P") 一 0. 考虑 下 列 图 形 : 


Jsa(P") 一 ，@542x(0) ~ > 四 5420cpm(0) 
| 量 | o. 
0 一 -一 > 刀 。i(X，Z2)/S52q(Bs (X)) 一刀 。i(X，P"，Z2)/ SCq(B。3CX，P)) 
这 里 ,0z+2x(0) 表示 Da(X) 中 的 子 重 0z+(0)。 而 Ga+zx,pm (0) 则 表示 Da CCX，P“) 
的 子 重 0as+ (0).。 由 于 (X，P") 是 "一 C 一 连通 的 . 而 0@。H: Gaz+2zx,pm (0) 一 
豆 。+i(X，P"，Z2)/ 5 q(BsCX，P")) 是 一 个 C 同 构 对 应 . 
坡 acEC(O， x(0)， 2)， 则 G。: (gi(a)) 一 81 (G@:。:(a)) 一 0， 由 于 G。: 0@z+:， (X， 
P”) 一 妃 。:1i(X,P",Z2)/15Cq2B。a(X,P") 是 一 个 C 同 构 对 应 ,因而 gt(a) 王 0,， 利用 (人 X，P?) 
的 同 偷 序列 的 恰当 性 ,我 们 马上 有 au6hi(ILaz(CP9).。 所 以 CCGsx(C0)， 2)CACD2(CPo) 一 
一 帮 DIsz(P") 三 大 4Da(P“)) 一 7Gatzp(0))， 所 以 CCOsezx(0)，2) 一 几 Os3zp(0))， 
利用 命题 17。 我 们 有 下 述 定理 . 
定理 6 在 空间 中 X 中, C(0s(0)，2) 王 。(X)o721. 
证 . 显然 DCX)o73 CC(O.x(0)，2). 由 于 
CCOnp(0)，2) 一 了 (Gap(0)) 一 了 (DCP)。7z”) 一 
一世 DCP))o72 一 CC 站。(X)。72”， 





因此 . 
C(Osx(0)，2) 一 四。(X)o7z 。 
(证 毕 ) 
根据 忆 的 作法 , 当 思 2 十 2 时 吾 。(P) 一 0, 当 轨 委 2 时 ,ff 了。(P) 一 人.(X) 是 一 
个 C 同 构 对 应 。 利 用 (X, P) 的 同 偷 序列 及 同调 序列 的 恰当 性 ,我 们 马上 有 下 列 命 题 . 
命题 18. (a) 〈X, P) 是 ”十 1 一 C 一 连通 的 ; 
(b) 当 思 zz 十 3 时 ，fs: 万 。 (XI) 一 万 。(X，P) 
一 个 同 构 对 应 ,而 刀 : 妃 。2 (XI) 一 已 








$10. 定理 2 的 证 明 


考虑 下 烈 图 形 : 
0 一 一 可 XI) 一 一 DCX, P) 一 下 (BE) 


| 0 | GO 0 1 


Hatz(P) 一 0 一 本 sa(X) -一 > 再 sa(X,P) 一 再 sri(P) 
屋 xwEC ( 瑟 。z(CX)，2)，22qz (zx) 一 0， 则 gs(zt)EC(E。Ha(X，P)，2)， 由 于 (X， P) 是 
(* 十 1) 维 C 连通 的 ,在 DC(X,P) 中 一 定 有 一 元 素 < 使 O。(a) = gs (zx)。 由 命题 14， 
fs gsH(A(a)) = 52qu 一 0. 由 于 f#: 刀 。(P,Z2) 一 妃 。:(CX，Z2) 是 一 个 同 构 对 应 ,我 们 
有 GasH(A(a)) = 0; 由 于 在 P 中 ，0，。:: 0541(0) 一 司 。(P,，Z2) 是 一 个 同 构 对 应 ， 因 而 
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A(a) = 0. 利用 同 偷 重 序列 的 恰当 性 ,在 了 思 .2 (X) 中 一 定 有 一 元 素 8B 使 (8) = w。 利 
用 gs 0 〈《B) 一 QH8 《8B) 一 Qi: (al) 一 gs(z) 。 及 gs: 妃 :+Haz(X) 后 互 。2(CX， P) 是 一 个 
一 一 同 态 对 应 , 因而 @。::(B) = x, 即 wx 是 一 个 球面 元 素 . 


11. 定 理 3 的 证 明 
考虑 下 列 可 交换 图 形 : 
Da(P) 一 一 9542x(C0) 
| wa | oa 1 

刀 ,+HCP， DZ] 一， 局。HI(X， Z2)1S5Aq2( 古 (XI)) 
由 于 小 。 2: 17。2(P) 二 万 NiCP， Z2) 是 满 同 态 对 应 ， 而 帮 : (了 PP， Z2) We 已 ,+ (X3 Z2)/ 
SAzq:(,:Ha(X)) 也 是 氏 同 态 对 应 , 由 于 Sn 一 所 和 ,我 们 马上 可 以 讽 明 0 :5712(0) 一 
一 妃 ,HiCX，Z2)/22q(DHa(CX)) 是 一 个 满 同 态 对 应 . 


12. 定 理 4 的 证 明 


设 xEE。3 (CX). 则 由 于 (X, P) 是 (2 十 1) 一 C 一 连通 的 ,03: [3 (CCX，P) 一 妃 。3X 
X(X:P) 是 一 个 C 湛 同 态 对 应 ,一 定 有 一 奇数 使 {g 洒 (zx) CO 《II (X;P)) , 因 之 一 定 有 
一 元 素 w, wxEI。3CX， P) 使 G。:3(o) 一 tgs (z) 》 和 命题 14 一 样 ， 可 以 证 明 fs0OHCA(Caw)) 一 
一 22q zx, 如 果 252q(x) = 0, 由 于 我 们 可 以 很 容易 表 明 帮 : 囊 HH CP,Z2) 一 囊 ,CXZ2) 也 
是 一 个 同 构 对 应 ,因而 GHz(A(Ca)) 一 0， 则 对 A(a) 可 施 以 对 应 G+>， 我 们 有 下 述 命 题 。 

命题 19. fs 0:2(A(a)) 三 (xz) mod 

Sql 52q (Bts (X)) 十 Sqz( 万 oa (X，Z2)). 
证 . 疏 “ 是 一 个 由 (BE Be 四 到 (X,，P) 的 映 象 而 且 委 
Pi 一 PUB CA(Ca))， 
则 在 P 中 ，Saq， [了 (A(a))]。 一 Tx (0O，+2 (A(a)), 这 里 Y 表示 由 了 到 己 的 内 射 映 象 ， 
由 于 在 PP 中, 0,+(A(a)) 一 0. 因此 在 严 中 2 q([ 本 (CA(Ga))]s) 王 0. 根据 $5 中 0 
的 定义 ,0([BT (CA(a))]s) 一 re Ga(A(Ca)). 


作 由 Pi 到 X 的 映 象 ! 如 下 : 到 
Z(Cx) 一 fx) 当 x6P 时 ， 
1(xz) 一 w(x) 当 xEEB7?+CA(a)) 时 . 


利用 BR?+3(A(o)) 的 作法 , 很 容易 瑶 明 ! 是 单 值 的 ， 而 且 是 连 绪 的 、 着 且 对 P 上 任意 x， 
f(xz) 王 1r(x) ， 根据 1 的 作法 , 显然 gs 1s([E7?+3CA(Cw))] )。 一 ae([B2+3 Bt ]。 一 tege(x) 
利用 gs: 瑟 ,3(X) 一 卫 ,3(X,，P) 是 一 个 一 一 同 态 对 应 。 因 而 
1s([BT (CAGa))]s) 一 如， 
则 
b(zx) = bls(Ez+t(A(a)))。 王 10(EH(A(a))e) 一 ja(rs (0 (A(a)) 王 





1) 已 (+3)' 表示 (2 十 3 ) 维 单 形 Bnt+s 的 边界 。 
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mm- 


一 杂货 电 (A(a)) mod Sq(Ba(X,Z2)) 十 SqS2q (Ha3CX)) 
由 于 z* 王 1 mod2, 因 而 .0(x) 王 8(t) 一 ja Ga(A(Gx)) mod Sq2〈 万 ,5 (和 ，Z2) ) 十 . 
十 Sql 22q: ( 瑟 。3(CX))， (证 毕 ) 


命题 20.， 变 x 为 也 ,> (P) 中 的 一 个 元 素 ， 如果 0@，,+i (oa) 一 0， fs @，+: (《a) 《Sq2《〈 囊 ,+ 
(CX,，Z2))， 则 ac) = 0. 

证 在 再 。H(X，Z2) 中 一 定 有 一 "使 fs0:(o) 王 Sq(o)， 则 入 (v)EC ( 瑟 。H(X)，2) . 
由 于 0: 也 Ha(CX) 一 妃 oH(CX) 是 一 个 C 满 同 态 对 应 ,而 且 0@+1(《0) 是 一 个 有 限 一 , 因 之 
在 C (1 (X),，2) 中 一 定 有 一 元 素 有 使 Qs:i(B) = A (w). 则 由 定理 1，05si (28) 一 
一 Sq26:(A^， (zw)) 一 Sq(o) mod SA q:( 甩 XID)). 

另 一 方面 ， 由 命题 16(d)， 在 了 (P) 中 一 定 有 一 7 使 w 王 rozzf， 由 于 7342 一 

22 和 2+ 着 2 则 在 了 中 ,0O。(a) 一 iog@。.(r) 一 Great)， 因 而 在 X 中 ， 0 
frozz + ) 一 站 GCTroz72 和 SR fa0 汪汪 x(w) 一 一 39qzy 一 GO (28) modS2 qz 万 ,2CX) ,由 于 
在 X 中 四 Hi: 0a+i(0) 一 瑟 。(X，Z2)/ 2 qx( 刀 oriCX)) 是 一 个 C 同 构 对 应 , 而 世 r。72)E 
CCU。HGX)， 2)，2B6C(CUHCX)，2)， 因而 大 roz72) 一 28, 则 大 oa) 王 帮 r。72z 。z72H1D) 一 
一 帮 ro。73+1)。732 拉 一 28B。7232 一 B。(2372) 一 0. (证 毕 ) 


命题 21. 设 wx 为 0 和,HaCP) 中 的 元 素 , 如 果 Go) 王 0, fa0H(0x)ESql22q2( 感 3CX))y 
则 蕊 c) = 0. 
证 ， 在 互 ,3(X) 中 一 定 有 一 元 素 x 使 fs0,+:(a) 一 Sql 22q(x) .由 于 fs: 万 ,HGCP)Z2) 一 
一 局 ohiCX， Z2) 是 一 个 同 构 对 应 ,在 妃 ,+(X,Zz) 中 一 定 有 一 元 素 " 使 fs (z) 一 SA q2(z)， 
则 fs (Ga(a) 一 Sqi(o)) 一 SqlS52qax 一 Sql fs (o) 王 Sql22qa(0xz) 一 SqiS52q(0z) 三 0, 由 于 
瓦 。(P，Z)) 一 妃 ,(X，Z2) 是 一 个 同 构 对 应 , 我 们 马上 有 0 (wa) 一 Sql (oo)， 双 由 于 
在 了 忆 中 , 90,+ 是 一 个 湛 同 态 对 应 , 在 UP) 中 一 定 有 一 元 素 8 使 0@+ (0B) = v， 则 
@+z(2B) = Sqlid :2(B) = Sql(o) 一 Ga(a)， 由 于 在 已 中 ,0 是 一 个 同 构 对 应 ,因而 
我 们 有 28 = wa. 
由 于 在 X 中 ,02(18) 三 008) 一 js(o) 三 Sq:(x) mod 52q) (, (CCX)) ,因而 
0,+i(1B) = 0,， 则 大 B)EICX)。rz ， 因 而 大 wx) 一 拨 28) 一 2 故 B)EICX)o2rz 拓 一 0. 
《证 上 毕 ) 
定理 4 的 证 明 . 要 证 明 0 是 一 个 C 同 构 对 应 ,由 于 @sz(0) 是 一 个 有 限 硬 .我 们 
只 要 证 明 G,+ 引起 一 个 C (05s42(00)，2) 到 万 。 《X， Z2)/Sq， 《BCX，Z2) 十 Sql q: 〈 瑟 ,3 
(CX)) 十 0(22 qz:(0)) 的 同 构 对 应 朗 可 . 
由 于 @,H2: 0.P(0) 一 瓦 。(P，Z2) 是 一 个 同 构 对 应 ， 而 名: 瓦 。(P，Z2) 一 局 。(X，Z2) 
双 是 一 个 同 构 对 应 。 利用 @+azf = j0oia 及 (Op(0)) CC(CGmx(0)，2)。 显然 
Ga。+z 引起 一 个 由 CCG3x(0),2) 到 五 (X，Z2)1Sqz(B+a(X，Z2)) 十 Sql SCqz( 古 3(X)) 十 
+ (252qi:(0)) 的 满 同 态 对 应 . 
如 果 wkECc (@ xx (0)，2) 而 且 0 (Ca) = 0， 我 们 将 证 明 w =0， 由 命题 17。 在 
IT。+2(CP) 中 一 定 有 一 个 mw 使 ab) 一 wx, 而 且 Go) 一 0,， 由 于 GHz(x) 一 fs @+ (ai) 一 
一 0 mod Sq:( 妃 。3(X,Z2)) 十 SqlS2q(E3CX)) 十 022oz (0)))， 则 在 瓦 ,3 (CX) 中 一 定 
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有 元 素 x 使 2 q 由 一 0. 而 且 0(x) 一 fa@。a(ai) mod Sq( 再 。CX;Z2) 十 Sql SAZq 刀 3CX)， 
按照 命题 19, 在 Da3(X,，P) 中 一 定 有 一 元 素 B 使 名 0。:a(A(B)) 王 (we) mod Sqz( 感 + 

(X,Z2)) 十 922qi Sqz ( 刀 。:3(X))， 因 而 fs (Ooa(a 一 全 (B)) 王 0(a) 一 (xz) 王 0 mod 
Sq:( 妃 :az(X,Z2)) 十 Sql SC2qz (万 os(X)) 在 囊 。:s(CX) 及 瑟 。:a(X，Za) 中 分 别 有 元 素 a 及 
z2 使 fa (OH(ai 一 A(B)) 三 Sql SCq(m) 十 Sq(z), 由 于 f: 互 。(P，Z2) 一 刀 。(X,Z2) 是 
一 个 同 构 对 应 ， 在 〈P， Z2) 中 一 定 有 两 个 元 素 1 和 了 刀 使 f。 (ui) 2 Sql 22q: (xi)， 
fs (xz) 一 Sq(x)， 由 命题 16, 在 也 中, 3: Ge(0) 一 刀 。(P,Z2) 是 一 个 同 构 对 应 ,在 
024.o(0) 中 一 定 有 两 个 元 素 和 及 使 0 人 (8 三 za GoBD) 一 ， 则 

fs (GO (一 所 ) 一 有 一 有 B.)) 一 Sql 2 q: (xu) 十 3q2 (ze) 二 
一 js (zx) 一 加 (za) 一 Sql292q (ma) 十 Sqa ( 友 ) 一 Sql22q (xu 一 Sqz (zx) 一 0。 
由 于 js: 刀 。(P，Z2) 一 刀 。(X，Za) 是 一 个 同 构 对 应 ,我 们 马上 有 
OHz(al 一 人 A(B) 一 有 一 BoD) 一 0. 
由 于 0 0 中,p(0) 一 已 。(P，Z2) 是 一 个 同 构 对 应 ,我 们 有 
xi 一 人 A(B) 一 有 一 应 =0. 
郎 
om 一 A(8) 一 有 一 有 . 
利用 同 偷 序列 的 恰当 性 可 以 襄 明 fjA(B8)=0. 由 于 fs @。:az(B) 王 Sql20 quwi ESqi22q2( 瑟 os 
(X))， fs 0，+l 《8B2) = Sq: x2CSqz〈 瓦 。:z(X，Zaz))， 由 命题 20 及 命题 21, 我 们 有 甩 B = 
一 帮 B) = 0, 因而 
a 一 故 co) 一 jJA(CB) 一 大 Bu) 一 大 Ba) = 0. 
所 以 0,+2 引起 一 个 由 C(G。+zx,， 2) 到 瓦 。(X,Z2)1/Sqi2Cq(BersCX)) 十 Sqz 妃 oz(XZ2) 十 
十 0(25 qz (0)) 的 同 构 对 应 . 
(证 毕 ) 


13. 定 理 5 的 证 明 


对 于 @54+x(0) 中 的 任意 元 素 w, 利用 @*+x(0) 是 一 个 有 限 玫 , 则 x 可 以 写 为 m 十 % 的 
形状 ， 其 中 oa 是 一 个 次 数 为 奇数 的 元 素 )， om6kc (0 (0)，2)， 显然 @+ Ca) 一 0， 
GHz(02on) 一 0， 因 而 

G。.+ (2al) = Sql Ga (ai). 
对 o 来 说 ， 由 命题 17, 在 轴 。:(CP) 中 一 定 有 一 元 素 w 使 儿 w) = wz。 由 命题 16, 在 
了 P 中 ,下 烈 关系 成 立 
Ga(2a) 一 Sql or (az). 
因而 在 X 中 
0 (2oz) 一 @+af (2az) 一 fs ga (2oaz) 一 jsSqig@ota(a) 一、 
一 Sql O。a (Cf (aa)) = Sq 0 (aa) mod 
Sql 5zq: ( 感 ,Ha (X)) 十 Zq (Ba CX，Z2)) 十 (2 qz (0)). 
这 样 我 们 马上 有 


d (2x) 一 0 (2au 十 2a) 一 Ga(2a) 一 Sql (aa) 三 。 











量 











258 ” 数 学 学 报 9 千 





一 Sqig@。: (ai 十 oz) 一 Sql Ga(w) mod Sqz( 人 Ha(X，Za)) 十 
十 Sqgi5q(Ess(X)) 十 0(22qi (0)). 
(证 毕 ) 


第 四 部 分 C (0s:(X),2) 的 构造 


14. 又 的 扩充 的 简单 性 质 


为 了 瑶 明 定理 1 一 5 能 确定 C(I。.:2(CX)，2) 的 代数 构造 ,我 们 首先 介 组 一些 奉 的 扩充 
的 一 些 基 本 性 质 . 

设 4, B 为 任意 两 个 交换 要 , C 为 任 一 有 限 交 换 妇 .假定 下 烈 序 烈 为 一 恰当 序列 

Da 光一 CC- 一 

序 了 3 为 4 和 家 C 的 扩充 ,一 般 称 ; 为 这 个 扩充 的 内 射 对 应 , 而 7 为 这 个 扩充 的 射影 对 应 ,起 
Ci, .……，C: 为 C 的 任何 一 组 基底 1 .……，)z 为 ci, .…，cr 的 次 数 ， 在 了 中 一 定 有 一 组 元 
素 己 ， … pr 使 ) CO) 一 C1) "… 1 (pr) 在 4 中 一 定 有 一 和 组 元 素 CI "”"” "3 Gr 使 
? (ce 一 力 Di 《cr) 一 Ar pr 我 们 称 CC1?”""“"3Gr 为 这 个 扩充 中 的 对 于 <C 中 基底 (eu 2 cr} 
的 一 组 线性 关连 元 素 ,我们 将 悦 明 ,如 的 构造 由 44;B 及 aar 所 确定 ， 届 [ccr] 
为 任意 一 粗 线 性 无 关 的 自由 元 素 , C` = [a,，.…，, cr], 假定 C 和 4 只 有 一 个 公共 元 素 0， 
则 我 们 有 下 述 命题 . 

命题 22. B=(4 十 CC)/[Nci 一 ahrcr 一 ar]， 





证 。 作 由 4 十 C' 到 了 的 对 应 p 如 下 ,对 于 4 十 Cc' 中 的 任意 元 素 o 十 六 失 c， 其 
太一 1 
中 cc4 而 站 “pr 为 一 些 整数 ， 规定 


9 (+ 王 Ac] = + 袜 At 


太 二 1 
显然 !(4 中 C ) 一 忆 ， 我 们 将 证 明 9 一 (0) 人 [2 cl 本 Ar- cr 2 ar]， 显然 [Ai ci 
一 ai ….，)irci 一 ar] C pr-(0). 屋 za+ 2 7ici 为 9-(0) 中 的 任何 一 个 元 素 , 由 于 


=1 


ip(e+ 并 nc) = 尖 a) 只 三 如 co = 三 aa =" 而 c.…，ckt 是 C 的 一 


R 二 1 


和 组 基底 ,因而 1 一 0 mod 人 1 ，  : “ 站 一 0 mod Ar ， 人 
它 和 
p(e+ 二 2c 一 并 和 0uc 一 = 
二 1 kE1 AK 


9 


由 于 “一 六 此 6E4， 而 ?引起 一 个 由 4 到 4 的 同 构 对 应 ,因而 “十 3 从 ax 一 0， 


kE1 AK KE1 人 


F 


记忆 = 一 工业 因而 ，2 十 x = 二 是 (ae 人 一 oaG 一 和 


k=1 Ak KK=1 K=1 人 
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jci 一 ar]， 邹 pm(0) C [Na 一 ca Maccr 一 ar]， 因 而 ?0 =[hci 一 ai 
hrci 一 ar]. 所 以 了 一 (4 十 CD)/[Na 一 aa Mrcr 一 ar]. 
(证 毕 ) 

根据 上 面 的 豚 明 ， 不 独 由 了 及 ij 可 以 确定 这 个 扩充 的 对 于 4 C 中 基底 sa, …yer 
的 一 组 关 堪 元 素 , 反 之 也 可 以 由 这 一 组 关连 元 素 租 Ci "”””" 3 Cr 确定 1 1， 也 

利用 命题 22， 我 们 很 容易 证 明 下 烈 命题. 

命题 23. 屋 4 和 刀 为 两 个 同 构 的 交换 二 . 大 4 一 4 为 一 个 同 构 对 应 ，C 和 Ci 为 两 
个 同 构 的 有 限 交 换 震 , 4: C 一 C: 为 一 个 同 构 对 应 ， 如 果 了 如 是 4 彼 C 的 扩充 ,六 7 为 这 个 
扩充 的 内 射 对 应 和 射影 对 应 ，ci，'…， er 为 这 个 扩充 的 对 于 C 中 基底 的 c，…'，cr 的 

一 组 关连 元 素 ，B, 为 4 被 Ci 的 扩充 ,ii, 族 为 这 个 扩充 的 内 射 对 应 和 射影 对 应 ,如 果 

帮 ci) 这 帮 cr) 是 这 个 扩充 的 对 于 Cl 中 基底 Acl) ， hp(cr) 的 一 和 组 关连 元 素 , 一 定 有 
一 个 由 刀 到 | Bi 的 同 构 对 应 g: 了 一 3 使 下 烈 图 形 


gd- 


伙 求 浊 


ne 


是 可 交换 的 , 郎 革 三 gj， 杂 三 jg 

如 果 用 略 ,.…，)z 表示 aa, .…，,ar 的 次 数 ， 罗 pr 为 也 中 任何 一 相 适合 条 件 
Di 一 ie， Mr(b) 一 交 cr) 1) 一 ca ip) 一 cr 的 元 素 , 六 ,pr 为 盏 ; 
中 任何 一 组 适 合 条 件 太 太一 天 Go) …，Mcpr 一 下 大 cc) 站 2) 一 大 cD，，…， 让 2 一 
= 4(cr) 的 元 素 ,我 们 还 可 以 选择 同 构 对 应 8 使 g(2) 一 尽 ,，………，8g(pr) 一 2r 


$ 15， CH:(X), 2) n 9eqi(0) 的 对 于 运算 Sq; 的 标准 基底 ， 
命题 24. 在 C (Era (X)，2) ni 22 qi (0) 中 可 以 选 出 一 租 适 合 下 烈 条 件 的 一 组 基底 


li dr 人 Dr 

i). 在 妃 ,+l (X)/S2q2( 万 3 《XI)) 中 ， 3q2 024 (ci)， 95q2 02/， (cr) 是 模 2 线性 无 
关 的 。 

i)。 在 克 。: (X)7122q ( 瑟 。:3(X))，Sqz 6zma (2) 一 0 ， 一 Sqa bm 2) 一 0， 

这 里 22，.……，242，2”， 27 分 别 表 示 aa ar 2 2 的 次 数 ， 

证 ， 雪 ca … ,ec 为 C( 人 (DCX))n Sql(0) 的 一 组 基底 。 而 24 .…'，29r 为 
Ci .……，C， 的 灵 数 ,可 以 假定 24 记 24 … 之 24。 

如 果 Sqz0z (co 羡 0, 划 取 wa = cl, 如果 Sq ba (cu 三 0。 则 取 太 三 ct 假定 我 们 已 作 
出 一 组 元 素 ca …，ciy 2 ， 忆 使 中 Sq 6 (cc ，Sqz62 (ai) 是 模 .2 线性 无 关 
的 ,这 里 22,.…，22 表 示 a ai 的 次 数 , Q@ Sqz5zm (2) 一 … 一 SqzbzniC2j) 一 0， 
这 里 2m， “22 表示 已 ;Di 的 次 数 , @ ca ciy… Di crit cy 为 
C(Ha CCX),2n 22qz (0) 的 一 组 基底 ， 轩 所 有 的 站 722 … 1j 都 不 小 于 
9i+i+l1》""" 9。 


如 果 在 五 +1 (X， Z2)/ SAaq， 〈 刀 ,3 (XI) 中 ，3Sqz 02ai+iHl (cz+i+i) 与 3qz 62 (cai) 办 
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Sqz bo (ci) 是 模 2 线性 无 关 的 ， 则 取 5 一 CFAFrE? 如 果 Sq， 02ai+it1 (ci+i+l) 与 
S$q: 6 (ai)，.…，Sq: 0 (cz) 是 模 2 苇 性 相关 的 ,假定 > ck ga. pk (ck) 十 Sqy 52att1ti 


是 一 直 


《crrD) 一 0， 其 中 GEKk 等 于 0 或 1 3 由 于 六 一 933733 0 --， 在 一 zi+i 仑 10. 我 们 设 Zi+1 一 


一 Ci+i+l 十 渍 ， ek 2k-“idiil Ck， 显然 这 样 作出 的 am，- - - :azyairiy 训 0 或 aai 


炎 一 1 


5 .…， 25 也 氏 足 上 面 所 叙述 的 条 件 . 这 冬 司 入 下 去 ,我 们 就 可 以 得 出 适合 命题 24 的 条 


件 的 一 粗 基底 . 
〈 旋 毕 ) 

适合 命题 24 的 条 件 的 基底 aa- … -ay 而,---，5 称 为 CCB。ea(X),2) nn 2 qi (0) 的 
对 于 运算 Sqz 的 一 组 标准 基底 . 

由 于 3Sq2 62mi (21) 一 "… 一 3qz B2m: (5) 一 0， 因 面 gm (5) CT ， "GO2me (2) 人 
对 于 C2mi 《61) ， “me (2 ) 分 别 可 以 施 运 算 ?= ”one， 二 由 有 间 并 Z2)/ 
Sq (Ho (X,Z:)) 十 SqSeqx(B。3(X)) 十 BCSeaqii(0)) 到 吾 。(X,Z2)/Sq (Ha(X，Z2)) 十 
二 Sql Sqx(L;-D) 十 Pi po(22 qz (0)) 的 射影 对 应 为 rz. 则 在 吾 。(X, Z2)/Sqz( 妃 oz(X,，Z2) ) 十 
十 Sq 5Cq (ECX)) 十 (2“q (0)) 中 一 定 有 一 租 元 素 ac 使 rw (cu 一 pn， 
(6zm (60))，………，rm (cr) 三 pi (ar))， 我 们 有 下 壕 爹 题 。 

命题 25。 屋 ca …，a 2 2 为 CCB。:(CX)) nsSqz (0) 的 任何 一 组 对 于 运算 
3q> 的 标准 基底 1713 "3 1Ni 分 别 为 页 , -- “3 Bu 的 区 数 ， ci “308 的 意义 如 上 面 所 述 , 则 
可 以 选择 C ( 互 。(X),， 2) nn 22qi 00) 的 元 素 页 , ---， 拓 及 C( 人 (DCX),， 2) 中 的 元 素 
Bi， We p; 使 下 烈 条 件 成 立 : 

(a) ea ar 六 及 仍旧 为 CC(B。::CE), 2) n Sq-(0) 的 对 于 运算 Sq 的 一 
组 标准 基底 . 

(b) 当 1 和 ;和 xz 时 ,六 和 态 具 有 相同 的 藉 数 mmz 

(c) 当 1 和 ii 和 xz 时 ,Go(PBi) 一 下 。 

(d) 当 1< 和 ii< 和 zxz 时 ,0。::(2”pB:) 一 心 。 

钙 .. 由 于 97q:(2) 一 … 一 Gaqx(z) 一 0, 由 定理 2, 在 C (ICX), 2) 中 一 定 有 -一 组 
元 素 有 Bi ……， 有 ,使 Gu (B,) 一 己 ， -miz(PBo) 一 pr 则 由 定理 1, 当 1 和 : 秋 上 时 
GHz(2” 有 Bi) 一 pm pxmi (2) mod Sq:( 百 。::(X:Za)) 十 SqiSqz(L。D) 十 Pip2oS2qz:00)， 
由 于 在 妃 。(X，Z2)/Sq: (已 :(X，Z2)) 十 Sq Sq (T -0) 十 9 (poS qz (0)) 中 rm (c) 王 
一 pw bm (2)， 因 此 在 工 -: 一 中 一 定 元 素 志 使 

ci 一 @o+z(2” Br) 一 Sqh Sqz 丰 mod 

根据 世 w 一 的 定义 ， 在 妃 。:s (X, Za 一 ) 中 一 定 有 一 元 素 二 使 户 z 一 (2) 一 志 ， 而 且 
Sq Amr:(6) 二 0， 我 们 发 帮 王 声 一 Ar 一 (二 )- 由 于 Am 一 (2) 的 灵 数 小 于 
2”%，, 因而 上 . 的 砍 数 仍旧 为 2 于 显然 Sq: ( 玉 ) 一 20g5 一 2g Am 一 (z) 一 0 一 0 一 0， 
因而 6C(HaCX)，2) nn 97qzK(0)， 而 且 (b) 亡 立 。、 由 于 Am 一 (#) 的 灾 数 小 于 必 的 
次 数 2， 因而 ci ……… :er 站, ) 玉 仍 旧 为 CC(B。:CX), 2) n 2 qz(0) 的 一 组 基底 .由 
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于 当 1<i< 和 it 时 ，bmi(i) 一 bmi (5 廊 ) 一 5mi Ai (6) 一 0 (2)， 因 而 
Sq2 02m; (5 好 ) 一 Sqz 82mi (21) 一 0， 所 以 ma，ar， 2 2 仍旧 是 CCECX)，2) mn 
n 2S2qzl(0) 的 一 组 对 于 运算 Sq: 的 标准 基底 .这样 命 题 中 的 (a) 也 成 立 . 

由 于 当 1 委 ; < 时 Sq:(2) 一 0， 因 此 在 C(IU。2(X)， 2) 中 一 定 有 一 和 粗 元 素 pi， 人 
8 使 Or( 有 ) 一 页 gp) 三 和， 则 当 1 和 ;和 过 上 时 ，0H(B 一 外 ) 王浆 一 丰 三 
一 Axmi-l (如 )， 而 @。+ (2" 一 (有 ; 一 有 iD)) 一 Sq bmi-1 0 (B， 一 有 ) 三 Sq2z 0 mi 一:! 
和 Aimi-! ( 丰 ) 一 Sqz 六 ，2mi- (二 ) 一 22qa () mod 522q2( 瑟 (ZX))。 则 0@:2(2B 一 Bi)) 王 
一 @2H(2 2" 一 (有 一 Bi)) 一 Sql 90qai mod Sq (Ba(XZ2)) 十 Sq22Cq( 瑟 os(X7) 十 
十 052qzl(0)， 即 BC2 (有 ; 一 序 )) 一 Sq Sqxzzi mod Sqz(Z+a(X，Z2)) 十 Sql 22q2( 感 3 
(X)) 十 (252qil(0))， 所 以 ga (2 对 有 ) 一 GHz(2mi 有 Bi) 一 Sqli22qz 一 Ga (2 有) 十 
十 SqlSA q: 丰 一 ci mod 9q， ( 瑟 。a(X， Z2)) 中 Sqi22 q: ( 刀 ,:3 (XI)) 十 吕 S2zqzl(00). 所 以 命 
题 中 (c) 和 (d) 都 成 立 . 

(证 毕 ) 


$ 16、C(0,::(X)， 2) 的 代数 作法 


设 C1? ” ”305 的 2 为 C ( 瑟 。:2( 和 X)， 2) 站 SAZqi (0) 的 对 运算 9Sq> 的 一 组 标准 基 
底 ， 1 。。，，pv， 1701 。。，， 7115 分 别 为 lC1 305 21 ， 2 的 次 数 , 届 必 ee Sqz 6 (al )， ws 
4; = Sq 0 (c,)， 根 据 标准 基底 的 意义 , di ，.……，d, 在 万 (X，Z2)/S2aq: (3(CX，Z2)) 
中 是 模 2 线性 无 关 的 ,由 于 已 +: (X，Z2)/ 2 qz (Br (X,Z2)) 是 一 个 向 量 空间 (对 域 Z 来 


表 ), 因 此 可 以 找 出 一 些 元 素 1， AT do 使 心 ， 0 Cd,+H1 “0o 为 媚 。H1 (X,Z2)/c2aq， 


(EC(X，Z2)) 的 一 组 基底 , 届 瑟 为 下 鼠 。(X,Z2)/Sqz( 囊 oz(X Za)) 十 Sqi SCqx( 书 3(X)) 十 
+ 0(2 qz(0)) 役 者 妃 oa(CX,Z2)52 qz (Bts(CX)) 的 这 样 一 个 扩充 , 写 对 于 妃 。HCXZ2)/ 
SA q2( 万 ,3 (X) ) 的 基底 li,…， 0 0 2 的 关连 元 素 为 Sqi(di)，， ”9qgl (do。)， 设 人 
为 这 个 扩充 的 内 射 对 应 ， 关 为 这 个 扩充 的 射影 对 应 , 设 cs ……，42# 的 意义 和 $15 一 样 ， 
xi ,tr 为 瑟 中 任何 一 组 适合 条 件 户 (wm) 三 ca …， 户 (xx) = 0 的 元 素 , 再 屋 了 为 列 
已 被 C(Bt(X)，。2) n SeqiK0) 的 这 样 一 个 扩充 , 字 对 于 C(E。ip(X),2) mn Seqixo) 中 的 
基底 ca, …… wap， 的 一 组 关连 元 素 为 my wa ………，xwr MX(c)，'…XGc)， 显 然 至 
和 忆 都 可 以 利用 同调 地 及 运算 Sq, Sql, pi， '…，9?,，…，9= 及 求 二 的 直接 和 与 求 商 靠 
等 运算 经 过 可 以 估计 到 的 有 限 次 步 怠 构造 出 来 ,我 们 有 下 述 定理 , 

定理 7. CCDsz(X)，2) 与 忆 是 同 构 的 。 

证 . 由 于 2Zq(cD)=…' 王 2 q(a) 一 0. 由 定理 2 在 C (0.3(X), 2) 中 一 定 有 一 组 
元 素 wi,……， ,os 存在 使 9 (oli) 一 ap Gowr) 一 ar 设 有 ， 2 B， 2 和 2 为 命 
题 25 所 保证 的 C( 瑟 .2(CX),2) 及 CCUCX),2) 中 的 元 素 粗 ,由 定理 52 ,显然 CCD.2(CX)， 
2) 是 生 CCGz+x0)， 2) 丢 硬 CCB。r:(X)， 2) mn 22qzx0) 的 一 个 扩充 ,而 :24 ol 2 24 av， 
2 B……，2” 有 B, 则 是 这 个 扩充 对 于 C (Ba (CX),2)022qi (00) 中 的 基底 w,，……，w， 
B，.…，8: 的 关连 元 素 , 妇 罗 为 由 C(@54(0)，2) 到 CI。rax(X)，2) 的 内 射 对 应 ， 则 @s+， 
是 这 个 扩充 的 射影 对 应 。 

.由 定理 3，C(9z4z(0)，0) 是 替 C(0。(9),2) 丢 硬 再 HGCX ,ZE qi(Brs(CX)) 的 扩 
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充 , 在 C(05s+:(0),， 2) 中 一 定 有 元 素 yY'+l，………，7x 使 QH2C7Yr+H) 一 Cri ，@+(75) 一 
3 dr) 关于 ay eu 的 假定 ，0。: (aa) 一 al 0 (o;) 一 ar 因而 0+2 《22 oil) 一 
一 Sqz (al 三 di gotz(25ar) 一 Sqb2 (ar) 一 4 因而 228t1a，……，25+1a， 
27r+l 2T5 是 这 个 扩充 的 对 于 吾 。:I(X， Z2)/S5AZ q( 瑟 3(XD)) 的 基底 4 … dp 的 关 
连 元 素 . 

由 命题 23 可 知 ， 一 定 有 一 个 由 C(9zs+:(《0)，2) 到 五 的 同 构 对 应 @ 使 下 烈 图 形 是 可 
交换 的 ;而且 @ (2aw) = 0 (22u:) 一 2 


g/ 
9x+2 


C(0O。:(0)， 2) 一 >C(05412(0)， 2) 一 一 万 Hi(X，ZD2) /gpa(E CD) 


| ez je | 
再。(X,，Z2)/() 一 一 一 > 万 一 一 > 瑟 。H(X，Z2)/S2qx(Ha(CX)) 

这 里 互 。(X,， Z2) 作 - ) 表示 驮 吾 。(X，Z2)/Sqz( 媚 。a (X ,Za)) 十 Sql 22qz ( 古 。:3CX)) 十 
二 (22qz (0)),y 则 表示 由 C (02(0)， 2) 到 C (005 00);2) 的 内 射 映 象 , 7 则 表示 由 
媚 。:(X,， DZ)/S2q ( 吾 。:3:(X)) 到 自身 的 恒 等 对 应 , 由 于 @' v = 1042， 我 们 立刻 有 gm 
(2” Bi) 一 @ (2m B) 一 MG (2 有 B) 一 和 (cl)， Gy (2pB) 一 0G(2”% 有 :) 一 
一 MG (2” * B:) 一 交 cr). 

发 J 为 一 个 由 下 面 方 式 规 定 的 由 C ( 妃 。a(X)，2) nn 22qi (0) 到 自身 的 对 应 , 对 于 


C(H。::(X):2)nS2qil(0) 中 的 任意 元 素 二 bx ax 十 二 7  ， 其 中 gx, It 为 一 些 整 
太一 1 K=1 
数 ,我 们 直 





J( px ak 十 六 mt 到) 一 Z bm 十 之 了 2 


太一 ” R=1 K=1I 灰 = 工 

由 于 CI "3 Cr Di …， Zr 是 C(E。2(CX);2) nn 22qz:(C0) 的 一 组 基底 ,显然 是 一 个 同 构 
对 应 , 根据 上 面 的 发 明 C(D。::(X), 2) 是 C(05z4:(0)，2) 彼 杯 CCCX),2)n22qz (0) 
的 这 样 一 个 扩充 , 对 C(B。re(X),2)n2 qz (0) 的 基底 ma， …，ea，, i,……，2s 的 关连 元 
素 为 24 wa …，24 ar 2 Bi 2 而 正则 是 者 已 彼 C(Ha (CCX)，2) n 22qz (0) 
的 这 样 一 个 扩充 , 它 对 于 C(B。::(CX),2)n22qz(0) 的 基底 J(ei)，….，J(e:)，J(C2)，……， 
J( 玉 ) ( 序 aa 玉 ,….，p) 的 关连 元 素 为 @ (24 mw) ，…: ，0 (2 ao)， 
@ (2 8) ，G (2 pB)，( 郎 四， xc) Ac)， 由 于 J 和 9@ 都 是 同 构 对 
应 ,由 命题 23, 一 定 有 一 个 同 构 对 应 @ 存在 使 下 烈 图 形 是 可 交换 的 . 


c(@34(0)，2) -> CCD(X)，2) 到 CCH。a(CX)，2) n Geqzl0) 
反 
妃 人 一 一 CCH。aCX)，2) n 9eqzl(o) 
这 里 ), 彤 分 别 表 示 瑟 到 下 的 内 射 对 应 , 和 到 C(BE。a(X),2) n Goqzl(o) 的 射影 对 应 ， 
因而 C(I。::(X)， 2) 和 下 是 同 构 的 . 





《证 毕 ) 
这 样 我 们 就 悦 明 了 ,我 们 可 以 用 代数 的 方法 作出 玫 C4U。::(X)，2). 
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利用 把 子 空 间 了 光合 为 一 点 的 办 法 (和 [3] 一 样 ) ,我 们 可 以 如 明 ,定理 1 对 于 单 连 通 
空间 对 (Y, B) 的 相对 同 偷 替 ICY, B) 照旧 成 立 。 如 果 (Y, B) 为 一 个 适合 下 型 条 件 的 
连通 空间 对 : 


@O DC7Y) =1， 

@ DB) =1， 

Q@ IC7, DB) 王 1， 

@ 曙 R(Y,B,Z2) 一 0 当 3< 和 1 和 类 一 工 . 

@ ECY:Za) 三 0 当 ; 一 2, 3 时 . 

@ 刀 (7Y;DB) 一 0， 妃 ,+CY，B)， 已 taCY，B) 都 具有 有 限 多 个 母 元 素 . 


我 们 同样 可 以 瑶 明 在 定理 2 一 7 中 如 果 把 (XJ) 换 为 (Y, 了 B)， 所 有 和 车 论 照 旧 成 立 , 因而 
我 们 也 可 以 用 同调 合 及 同调 运算 确定 C(Q,+a(Y, B)，2) 的 代数 构造 . 
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华 林 问题 中 SG9?) 的 估 值 
陈 景 


(中 国 科学 院 数 学 研究 所 ) 


假定 和 是 一 个 整数 之 12, p(x) 一 PhGxz) 一 xxz 十 1) (xz 十 下 一 1)。 记 号 gCPt) 
表示 最 小 的 整数 ” 满足 条 件 , 使 得 每 个 整数 NW > 1 都 能 够 表示 成 
N 一 呈 (xl) 十 Jp (xz) 十 .……. 十 (Cx，) (1) 


?》 


可 Kl Rl 
| 这 里 的 *; 是 一 个 非 负 整数 。 Heqaeepl 信 证 明 有 


， [<| [< | < xD< 纺 这 症 十 的 中 坦 大 


本 女 的 目的 是 要 改善 这 个 不 等 式 为 

ln& 一 下 和 gs(G9 和 5(lnAk 十 12). 
华罗庚 教授 告诉 作者 瑶 : 他 同时 也 已 经 证 明了 g(pk) Kln& 一 作者 对 汗 ' 华 罗 庚 教 
授 , 越 民 义 教授 常 给 指导 , 王 元 先生 常 给 帮助 表示 感谢 。 


4$ 1 


这 里 首先 是 来 估计 三 角 和 所 用 的 记号 完全 相 同 于 堆 深 素数 花 . 
引 理 1. 命 fx) 代表 一 个 有 整数 系数 的 多 项 式 
fx) 一 aktxt 十 .十 aix 十 oo。 





若 (ak ,obP) 一 1， 则 





P 
， CE2rif(x)/P 氏 及 P 二 . 
6 色 三 1 








引 理 2。 相同 于 引 理 1 的 条 件 但 了 > + 并 ,不 12, 则 


PC 
池 ， E2zif (xz) /PE < 妇 PE 3 
x=1 








诈 : 命 上 是 能 整除 (Rak,，……，2 ay ai 的 也 的 最 高 方 次 , 则 显然 可 见 * = 0， 双 琶 
mi，.…，uw 是 相合 式 

f(x) 三 0 (modP)， 0 和 xx<P 
的 相 异 的 根 。 其 重 数 分 别 为 zzz， …，7zpr。 命 zl 十 …: 十 zx 一 力 ， 易 见 罗 秋 有 一 1， 现 
在 用 数学 归 业 法 来 证 明 引 理 . 





*# 1957 年 9 月 26 日 收 到 ， 
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1) 假定 工 = 1.。 这 就 是 引 理 1 的 情况 . 
2) 假定 工 2， 写 


SCPrf(x)) = 和 2， er(fx)) 王 之 3 


1 二 1 0o<x*< PL 一 ! 
YX 三 (mod P) 


如 果 ” 霸 非 141/ 之 一 ; 则 命 
xz sy 十 了 8 0 和 4 下 习 了 了， 


郎 得 
S,= Zerk(f(x)) = 2 2 er) +PIzf(y)) 三 
e<x<PL o<y<tpL 一 ! 0<s<? 1 
xx 三 vy(modP) yEv(mod P) 
P 一 1 
= >， erL(f(y)) > ep(zf(y)) 一 0， (2) 
0<y<PL 一 ! ia 
3 三 v (mgp8dP) 
如 果 v = 恬 , 则 依 推 蛇 素 数 花 引 理 1.5 来 定义 ct， 如 此 则 得 
PEL 一 ! 


S。= 咏 orx(1(s)) = 并 cr(f(w + 2)) = 


YY 二 1 
x 三 j(mod P) 


一 cpL(f(xD77 之 epI 一 (Pi (fw 十 Py) 一 了 (xi)7)。 


命 g%i(x) 一 Pi (fw 十 Py) 一 三 ())。 假 定 工 c, 由 归 和 划 法 可 得 
1Su] = P“ 一 |S(P 一 …gi(xz))] 一 Per9P“ 一 | SCP 一 egi(x))| 一 


一 Pei 一 “)+(1 一 0)(L 一 ci)Peci 一 1 臣 Pec 盖 IPZGo) (《 3) 
如 果 工 委 ai 》 则 得 
13S.| 世 P 一 : = Po 一 1PL(I 一 5) 委 Poc 盖 Pz0-o) (4) 
总 括 〈《2)，(《3)，(〈4) 三 式 得 出 
A 
1 S(Pc 1 (xz)) | 和 PC 电 Pi (5) 
了 =1 


如 果 了 z>>2， 则 由 [2] 的 引 理 3.5 知 本 引 理 能 够 成 立 , 故 不 妨 假定 忆 < 2 。 由 我 们 
的 假定 是 j(x) 三 0 (modP) 的 根 ， 其 重 数 为 zi， 故 有 7 太 (ww) 三 0(modP)，……， 
fn() 三 0(modP)， 但 1 (oo) 地 0 (modP)， 则 由 堆 虹 素数 花 引 理 1.5 知 
0 和 mi 十 1. 代入 (5) 式 可 得 


| SCPc,f(x))|] 和 PLD 六， P(mi+lo-1 一 Pd-aP-y， P(ni+De 


了 1 三 1 


如 果 = 1, 则 引 理 显 见 成 立 ， 如 > 1, 如 所 有 的 因 por" 入 4, 则 本 引 理 显 见 成 立 ， 
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如 PmatDe < 4，. .. ，P(ni+ he 之 4，, 但 P(md4atba 证 4，.……， PP(mr+Da > 4， 则 得 
1SCP Kxs)D)| 委 (4 十 Pt ortDe)PIPIGe < 
和 PIC (4 十 Pi 一 )P 一 和 (48 十 P 一 )PIPI0 达 
和 (1 十 ca)P 一 PL) 入 PZL) 


当 了 > la2+A (这 是 因为 如 果 。 之 4;8 之 4, 则 ac 十 2 委 记 a2， 到 << P- 飞 )， 


如 果 所 有 Po 关 4 Po 5 4 则 本 引 理 亦 显然 能 够 成 立 
( 因 P(mit+be 十 PCma+Da 十 。， 十 PP(mr+De < 刀 (wa+mraT mr 十 1)4 PAk'a 一 P) . 


》2 
在 这 里 我 们 为 了 估计 g(Pxt)， 使 用 这 些 记 号 : 是 一 个 正 整 数 , > 和 ? 是 整数 ， 
r 志 2 十 1， 2 之 1， & 之 12， M 一 AIN， 


PP 一 [Me]， Pi =[0;25P]， P;: = [0,5P 二 ],.….，P。 一 [0,5P!2-4]. 
假定 
xu 一 PE) 十 pe) 十 … 十 (En)， 
这 里 的 6 经 过 数值 : 
二 1 22 一 1 
xw 的 数目 记 之 为 了 ,容易 得 到 7 = PiP:……P,。 假 定 ma 所 经 过 的 范围 相同 于 wx, 假定 





Mo 一 M 一 zx 一 zl 一 天 
记号 T(CN) 是 表示 将 正 整 数 M = &IN 表示 成 
M 王 9Gxn 十 9(xa) 十 … 十 PCxr) 十 2 十 权 〈6) 


的 个 数 。 
假定 r 一 0 则 有 


1--r 一 
TCN) 一 | 忆 友 eew aa， 


这 里 


王 
吐 一 as 
Y 二 1 


TU。 


> 本 


姓 


区 间 (一 一 ,1 一 一 ) 将 旋 分 成 基本 区 间 和 余 区 间 。 基本 区 间 乃 是 包含 所 有 满足 下 面条 
件 的 点 % 


a 一 十 ay (4e;9) 一 1， 一 二 去 2， 冯 二 ， 


0 天 9S 了 一 ， 0 和 < 了 . 





和 
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区 间 (一 一 ,1 一 cr 一) 中 除去 基本 区 间 之 后 ,所 剩余 的 点 的 仅 体 称 之 为 余 区 间 , 则 
T(CN) = DCN) 二 DCN). 
假定 (ec;qz) =1,dg > 0， 


sxf-Q_o(xr) 
Sa,a 一 > 'e 本 
YE1 


这 里 的 4 经 过 一 个 关于 模 4 的 记 狗 剩余 系 , 合 


;-&_ 
4(9) 一 4(9q9,Nyyr) 一 全 全 了 0 


双 假 定 





o : 十 za) 
SCN;y) 一 2 4(9;NVir)， 有 P(rc) (&1D) ， 


少 ( 了 ) 洲 ( 忆 ,NV37) 三 4(Pow,n)， 


在 [1] 的 第 八 章 诈 明 过 这 个 结果 
假定 存在 正常 数 2C1502503，04)05 使 得 每 个 整数 N 之 C) 具有 下 面 的 不 等 式 : 


1 1 
0<<~ < 和 旭 
G(CNo)y) 3 Tv 





TON) 一 思 > NS 1G (No yr) | < oo Nre 一 一 .50 一 9)， 


No 


| 了 CVD < os 72 Ne 一 一， 
这 里 0<6 委 0.5c( 人 (1 一 c)， 


ZN > 二 miNi ceP[mm(R 二 AP ， 【6 
No 05 
则 当 2>> 12 时 有 
g(Pp。) 秋 max(kinlnc 十 3 十 2，22 十 7)， (7) 
取 
了 _ 1 18RlnKR 
r 一 2 十 1， ne | 二 ) lnl8Ank| + 1， 
则 有 : 


2 十 r 委 局 jn 丰 十 25inln 有 十 6.4 < 4In 天 十 9%Inln 天 
现在 来 估计 常数 ly02y0304 及 05。 


引 理 3。 有 : ln w < 97Ket 
让 : 由 [1] 的 引 理 3.8 有 : 


SCNr) 一 凡 以 ( 卫 ， NV， r)， 
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这 里 的 P 克 过 所 有 的 素数 ， 所 以 
5 
SCN,r) 少 (P) 册 (P)” 


乘积 有 轰 过 所 有 素数 不 超过 16f ?+A ,而 乘积 区 " 经过 所 有 的 素数 超过 164 ?+。 由 [1] 
的 引 理 3.9， 引 理 8.1 及 引 理 8.4 得 到 
少 ( 卫 ,7r) PT 人， 














0， 当 忆 > 和 
0 <| 玉 四 扫 | 
pe 汪 P 太 2 当 P 一 2 
序 有 : 
+mC 一 Dip< 浆 ( 工 A -lnP 十 >， ln 忆 十 ln21| 扫 
P<16K 和 6 本 和 
P<16K “中 K ， 
6 
< 96 和 +tA 
6 
当 P > 16l2t k ， 
we 一 ] 一 Z 
| 几 (P，Nz) 一 1 和 2 Pr9 = 1 一 一 0 
| 7 
这 是 因为 
所 以 
消 ( 卫 ;,Nyr) 之 1 一 5 
朗 
1 ” 1 < 一 1 一 0.54 和 友 3 
也 1 卫 一 一 0.3 
少 ( 了 ) ai 
G(Nyr) 之 1 二 】 








3+- 和 Cek3 34-6“ 
Co96K 大 er 


引 理 4. 有 : C2 < 革 
引 理 5. . 有 : 
|ZCN)| 玫 eats72NVro 一 一 2 


这 里 


人 


之 
6 色 ln 128 





本 


引 理 6。 有 : os 委 4. 
引 理 4;,5;6 的 证 明 见 [2]. 





和 
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引 理 7。 假定 N > tat， 则 


| mm CN) 一 T， Z， Ni 一 SG(Nor)| < oa72NreI 一 5220 一 o)， ， 
No 


这 里 wa < cot 
赶 : 由 [1] 的 引 理 3 有 : < 委 (8kcz)"， 这 里 局 是 |S。。| 和 cr 从 引 理 2, 及 [3] 


的 引 理 1.3 及 引 理 1.6 易 得 m< ar(ttA) < cot 人 
履 有 四 势 (8Keat+ 大 )2 < eatat 
由 (6 ) 得 到 lnc 近 相 ln [wo (os 十 ui)ews] 二 2K ln ua2z (as 十 ui)as 志 





ApAeoaie me Tar rr 





2 6 6 6 
忆 -全 一 (97ReYA 十 32katk 十 3 避 十 4) <200Kctk ， 
上 


2 





这 是 因为 6; 一 亲 可 本 < 0.5e (1 一 0)， | 


由 《7) 得 到 
g(Pk) 和 max (Rilnlnc 十 38& 十 2, 2z 十 7)， 
2z 十 7 委 48&ln& 十 9%&lnln， 。 


&lnlnc 十 3 十 2 二 不 200ket 十 34 十 2 反 k|(5 十 辣 世 +m2oo| 十 
十 3& 十 2<&(5lng 十 12). 
即 为 g(Pt) 魏 &(5ln 有 十 12).. 


由 9() 一 xz 十 1D) (xz 十 下 一 D)。 所 以 PGx 士 1) 一 二 十 下 
9?P(x) 2 








所 以 
tpGD + [入 | pc2) + [二 | Ga) + + [和 | ec 


的 表示 法 的 个 数 朗 为 最 小 的 , 故 有 
SC9Pt) 之 Rn 太一 丰 
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ON THE REPRESENTATION OF NAIURAL NUMBER AS A 


SUM OF TERMS' OF THE FORM xz+D Ce+Te 一 1 





CHEN CHING-JUN 
(79285111tte of MatpeaCticr，d4cadezaig Sijzicl) 


ABsTRACT 


Let pk(Cx) denote the polynomial of the title，and let g(Pkt) denote the Least r with 
the property that every positive integer is representable jas a sum of at most r values of 


pk(x)，arising from non-negative integral value of x。Neciev，V。1 proved thatD] 


& 十 [| 中 全 |< go< 6&lnK& 十 9%lnln 大 


for 8& 之 12. In the present paper we improves the right-hand side to A(5 log 8 十 12)， 
and the left-hand side to AlogR& 一 
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6.，H，Meprenah 定理 的 推广 
郭 人 竹 贰 


( 浙 江 大 学 ) 


C. H.， Meprexat 在 他 的 博士 论文 中 号 , 给 出 复数 域 逼 近 论 的 一 道 定 理 , 序 由 帮 z) 在 
区 域 也 中 的 有 逼近 度 pw(f, D) 欠 出 f(z) 的 连续 性 。 本 女 把 他 的 畏 果 推广 为 De la Vallte 
Poussin 在 实 变数 逼近 论 中 相应 定理 的 形式 。 

兹 先 介绍 本 文中 引用 的 符号 : 

区 域 忆 是 具有 连通 补 集 的 卡拉 特 阿 多 利 域 。Zkg 是 刀 的 外 平 准 和 线 ， 必 是 把 万 的 补 集 保 
角 上 映照 于 |z| > 1 的 映照 下 , |w| = R > 1 所 对 应 的 曲线 .了 是 的 境界 线 ，D(E; R) 是 
T 上 一 点 和 到 Ze 的 距离 。 对 于 566ET， Be 是 厂 的 部 分 区 域 , 它 具 有 下 面 的 性 质 : 3e 内 的 
任意 一 点 到 6 的 距离 与 到 了 的 距离 的 比 剧 小 于 某 一 常数 Cio(6) 是 f(z) 在 刀 中 的 连续 
模 , 家 示 

[fs ) 一 用 z | 
对 于 所 有 净 中 的 点 ,zx” 能 够 用 全 在 刀 中 长 度 不 超过 6 的 有 长 曲 科 连 接 的 上 确 界 . 
wr(6) 是 fs) 的 > 阶 微 商 fm)(z) 在 刀 中 的 连续 模 . 
引 理 1. 存在 正 整数 叙 烈 
M< 女 j2< < 去 让 和 

像 








4 
让 明 : 对 于 每 一 整数 & > 0 可 决定 正 整 数 关 仿 
要 
D(e1 + 二)>> 和 村 > 了 (te 1 中 


1p(ei+-L)<z(e 1 十 二 ) < 圭 呈 (6 1+ 过- 《0 





一 


6;1 二 工 )<z(s1+ 
| Cg 


<D(e; 本 )< <D(e1+ L)， 


Nk-2 十 1 jz2K 一 2 








)< 志 ; 二 <zUel+ 寺 -)< 











从 而 推 得 


D (6e 1 十 荆 ) < 工 疡 (全 1 二 L_)， 
ZK 2 72K 一 2 





又 可 证 





D ( 6; 二 > 工 D(e 了 和 -， 


IT 











272 数 ， 学 学 ， 报 9 伟 


9 
阳 一 2 





1 


12K 一 1 








二 D (人 1+ )<p(e5l + <1p(elt+ 
引 理 1 证 些 . 
引 理 2， 届 ” 砍 多 项 式 P。(z) 满足 


max | P。(z)| 一 M， 上 


Y ED 


那 末 
en |Poda| < 了 MYzy 


ge Da 
其 中 了 是 和 ?2 与 y 无 关 的 常数 ， 
证 明 齿 Meprexrq 论文 [1] 第 一 章 引 理 4. 
定理 1， 让 0(x) 是 实 变数 * 单调 不 增 的 画 数 , 双 
lim CCx) 一 0， (2) 


区 -00 





/(z) 是 定义 于 万 中 的 画 数 , 若 
os(j, D) < | D(e:1+ 十 外 On)， (3) 
其 中 > 0 是 整数 ,如 果 


| 一 2 op(61+ 荆 )< oa， (4) 
D(6 1 十 十 ) 
尼 
那 末 , f(z) 在 5e 中 具有 * 级 连续 微 商 , 且 j)() 的 连续 模 wo-(6) 满足 


our(5) < C |- :对 ~ 证 apD (6 1+ 工 ) 一 


二 | 内 可 ap(651+ 革 |， 
多 


其 中 C, 由 是 常数 ， Dr-!(5) 是 也 ( 6;1 十 十 ) 的 反 画 数 , 表 示 使 











人 
D (es1+ 二 = 
的 数值 x. 
如 果 对 于 任意 的 正 整 数 N 都 有 QQw(x) 满足 (2) (4) 仿 


pp D)<|D(e1+ 工 ovGn) 


成 立 , 则 f(z) 在 素 中 有 无 限 级 微 商 存在 . 
证 明 . 下 P.(z) 是 jz) 在 刀 中 的 2 次 最 佳 逼 近 多 项 式 , 显 见 


fa) 一 Pa) 二 袜 EP。 (Ce) 一 Po。 (1 
k=1 
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Re(z) : P。(z) Si P。_i(z)， ] 
则 有 


ma | Re 人 | 委 | Pa (D 一 扰 有 - 直 ee | P。_i(z) 一 fs)| 入 2pw-(f 也 ). 
ZED CD CD 


由 引 理 1, 2 及 定理 !1 的 假设 得 到 : 
max Re (z)| 十 max| RRz (z)| 区 2Lrlpow -if， D) 网 
zxEB& zxCEBe |z(6; 工 )| 


2Lrlpu( 亡 D) -27Zrlpni-i( 户 忆 ) 2”Zrl pokcf 万 ) 


_E(er+ 二 [zsi+ 二 [e+ 可 


+77z1 Oo) 十 22+77zl Ook) 和 CO -1) 扫 


全 
人 3 ae 
































好 K 一 3 


< o 


这 里 C > 0 是 和 刀 及 xz 无 关 的 常数 





Z, max |RO(z)| 一 ( max pl 十 max | Rz (zx) |) 二 
天 = zxEBe xzE8Be xEBe 
(Cr) (m) we。 
十 (max |Rz， (xz)| 十 max |RA (xz)| ) 十 委 


xsEBc xzCEB 


< 人 Reat， 


(errv > 


人 


由 定理 1 的 假 届 (4) 知 上 面 不 等 式 中 最 后 一 积分 是 收敛 的. 
多 项 式 级 数 











Pa (zw) 十 > 【P (Cs) 一 Po (zw)] 


k=1 
在 万 中 就 是 foD(z), 由 上 面 的 证 明知 道 在 柬 中 是 稻 对 且 一 致 收 伍 的 ， 从 而 大 (=) 在 避 
中 是 连续 的 . 

现在 来 估计 />(z) 在 志 中 的 连续 模 : 届 > , ”是 Be 中 任意 两 点 , 显 见 
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lfoGz) 一 fo(e | < PP (z) 一 PCz)| 十 三 1P9 (z) 一 PO_，(z) 一 
一 ?网 (Cn 7) 十 Po ( 史 )| 十 时 | PP 一 P 兄 _, (zs ) 一 P (sz“) 十 


二 RN (s ) 一 Pow(Cs 十 Pu- 1， (6) 


太 三 雯 十 1 
这 里 的 留待 下 面 决定 . 
《6) 式 右边 第 三 项 和 数 中 相 邻 两 项 的 和 不 超过 : 


max | Pa (〈z) 一 Pa (zs)| | 4S 十 max | Pzeu(s) 一 
xzEB& xzEBe 


(0) j dS 一 | max 1Ro  (z) | 十 max LRCe1 | dS， (7) 
Y/ xEB xEB。 Z/ 


这 里 积分 路 线 位 于 责 : 之 中 。 
仿 45) 式 井 利 用 引 理 1 可 以 估计 (7) 式 右边 第 一 因子 : 


max | 及 ze (z) | 十 max | Rev+D(z) | 委 C QCzx- 十 C (mk) < 


好 天 小 1 
二 














- 6E8 D( 4; 1 十 一 ) D( 6 1 十 填 ) 
入 一 


< 5C“@(zx -il) 一 _80C- @Gzx-1) 一 二 160C 0Cox- 号 | (8; 1 十 


pl 6; 二 -) D( 6; 1 十 二 | z(s1+ 寺 咱 


-psi+ 寺 |]<-lec 人 2 kz) ap 人 (651+ 土 )， 


”er 可 


取 | ，as < 5 即 积 分 路 径 为 一 有 长 曲 粮 ,其 长 不 超过 3, 由 是 (7) 式 不 超过 


一 CN 人 2 apf85+ 工 | (8) 
TD 
这 里 Ci > 0 为 一 与 失 无 关 的 常数 ， 
Ar 
Re) 一 RD (CzO| 二 RD (z) 一 RD， (ez 和 | 和 2C:0(n 二 






































十 2C20(xk) 安 4C20(2zx 1) 二 十 本 人 人 这 上 


了 ZX 一 3 


D( 6; 1 二 -二 < 一 8C， E 0 和 好 1 十 二 








由 是 











和 
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) as 人 Ap (r 2 p7 
Re 一 RD (Ce 十 |RO (Ce) 一 Rao| 芭 





< 一 C; 有 可 | Si;l 十 二 (9) 


这 里 C, > 0 为 一 常数 ， 
基于 (7)(8)(9) 可 得 j)(s) 连续 模 的 估计 : 


lo (Ce 一 fo(z| 和 1P 史 (>) 一 PP (sz | 十 8 袜 max| Re ra)| 一 


炎 王 1 xEBe 





要 cj OOCx) 下 4D (6 1 十 1 ) We 


KR=1 “2K |z( ss 十 = 
X 





一 C， 本 rewer 1 十 工 )< c 寺 Ca 一 


m- DB (x) oa 
CCD ES 
一 c， j-- 刀 本 可 ap(s1+ 二 ) 
取 和 使 ee 
zz- > DD 一 (0) 疡 za 一 1 
双 只 要 fo(z) 寺 常数 , 必 有 cy > 0 存在 使 得 它 的 连续 模 (6) 满足 
or(G) > C760) 


人 








由 是 得 
Di(3) O(xz) 


的 ec 


2 EN + 二 让 
光 





wr(5) < C | 一 ap( ti 1 十 二 ) 一 





定理 的 第 一 部 分 证 毕 ， 至 于 盛 z) 具有 无 限 级 微 商 的 情况 , 由 上 面 药 旋 明 最 狼 可 电 、 
推论 1。 如 果 
]n 上 
lim Do (f， 万 ) 


办 一 oo 1 


“D(ea 本 














4 可 以 仿 [1] p. 17 的 证明. 
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对 于 任意 的 e> 0, 记 [4 了 e] = *, 则 在 束 中 fm(z)ELip(Be; 4 一 e 一 >). 若 4 = oo， 


则 f(s) 在 素 中 具有 无 限 级 微 商 . 
推论 2.。 如 果  . 
e 1 了 ]r 
MIDILES;I1L 二 一 
po(f; 刀 ) ~ 人 基 





了 3 


1 
ln 
了 工 
pz( ;1 二 上 | 
其 中 > 过 0 是 整数 , wa > 0, 则 在 巨 e 中 fm(z) | 


o(6) 二 
6 了 弛 


附 记 1. 推 葵 1 就 是 Meprena 定理 3.10 
附 记 2。 在 推 葵 2 的 条 件 下 如 果 应 用 MepreuyH 定理 ,只 能 得 到 在 屯 e 中 
Fi)(s)ELip(Be; 1 一 s)， | 











得 不 到 推荐 2 的 结果 . 
定理 1 只 在 承 中 成 立 ， 而 对 于 具 爱 通 补 集 的 卡拉 特 阿 多 利 域 的 境 办 条 FT 上 任 一 点 
"6, 不 见得 存在 区 域 Be (MeprexnqH 指出 : 存在 Be 的 点 6 处 处 稠密 于 了 上 ). 因此 定理 
T+ 只 是 由 fs) 的 逼近 度 得 出 1(z) 的 局 部 性 质 , 下 面 将 证 明 由 1(s) 的 逼近 度 得 出 旋 在 万 
中 的 连 和 线性 ,为 此 , 先 证 明 下 面 引 理 : 
引 理 3. 屋 ” 砍 多 项 式 Pu(z) 满足 
max | Pu。(zs) | 一 M 


*。 % ED 


那 末 








r Mey! 
er | P。 (zx) | 和 区 -< 可 ， 


其 中 姜 (rr 1 + 工 ) 一 inf 万 (se 十 二 T『 是 刀 的 境界 线 . 


SET 


证 明 ， 屋 z 是 了 上 的 任意 一 点 , 则 由 Cauchy 积分 公式 
Po(z) 一 2 Pt) 


2zrz [一 z|=D(T; 14) (z 一 &)7+ 
基于 MepreuIaH 其 文 [1] 第 一 章 引 理 3 知 
0 <w0+ 引 








由 是 
riM(1 十 工 ) 
|P8 (Cs)| 入 人 7 


[Pa+3 ca+al 
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由 最 大 模 原 理 推 知 : 
max | Pz) 《zx) | 反 二 7 
必 D) 
引 理 证 些 . 
定理 2. 敲 0(x) 是 实 变 数 * 单调 不 增 的 夯 数 , 且 满 是 
lim QOCx) 一 0. (2 
f(z) 是 定义 于 万 中 的 夯 数 , 若 
pf, D)< 1D2(r;1+ 土 小 20o)， (3 
其 中 r > 0 是 整数 ， 如 果 
人 人 ap(T;1+ 工 )< oo， (4'》 
Ar 要 


那 末 , f() 在 九 中 具有 * 级 连续 微 商 , 且 fm(s) 的 连续 模 w'(6) 满足 
p-!(*) Q(x) 


”Er 可 


刘 本 z( eg 3 二 9 由 


wo:(5) 芭 c|-231 ap 人 (ril + 工 ) 一 








其 中 C, 由 是 常数 , D-X(5) 是 刀 ( T; 1 十 二] 的 反 男 数 
如 果 对 于 任意 的 正 整 数 V 都 有 Quv(xz) 湛 足 (2) (4') 伯 
pw(f, 疡 ) < 1p( ri 十 二 儿 ov Co) 
成 立 , 则 f(z) 在 万 中 有 无 限 航 微 商 存在 。 
定理 2 的 证 明 ， 完 全 和 定理 1 一 样 ， 只 要 在 定理 的 证 明 中 把 刀 ( 6; 1 十 二) 改 为 


D ( r; 1 + 十), 球 收 为 万 , 而 在 应 用 引 理 2 的 地 方 , 收 用 引 理 3 便 可 . 
推论 1 当 区 域 忆 的 境界 线 开 是 解析 的 胸 当 曲 入 时 , 若 


(也 7 过 


127 十 a 3? 


这 里 ”> 0 是 整数 ,M > 0;0 < we 委 1 是 常数 ;, 当 0<w<1 时 
fn(z)ELip(D，a); 
当 ax = 工时 ,fo(z) 的 连 敌 模 wo(6) 氏 足 


wo (6) 近 KK5ln ， 





这 里 天 是 正常 数 . 
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9 大 





事实 上 ; 此 时 


么 <D(Ti1+ 革 ) < 三 ,om 
了 了 7 


这 里 4 和 了 是 与 ?> 无关 的 常数 ,由 是 
ps(f, D) < Mi |z(r: 1 十 二 外 


这 里 M, 是 常数 ,由 定理 2 印 可 推 得 结论 , 
推论 2。 当 区 域 卫 的 境界 线 了 是 解析 的 金 当 曲 线 时 , 若 


AM 
pa(f; 刀 ) << 了 [Ers， 


这 里 y > 0 是 整数 , wa > 0 是 常数 , 则 wo(6) 满足 





or(D) < 4 


Ge 
其 中 大 > 0 是 常数 ， 


著 区 域 也 是 狗 当 区 域 , 它 的 境界 线 由 有 限 条 解析 的 鹊 当红 组 成 ,如 果 这 些 驯 在 交点 处 
所 张 外 角 的 最 大 者 为 ir, 定义 上 如 下 


一 人 当 久 > 工时 ; 


| 当 人 < 委 1 时 . 
我 们 称 这 样 的 狗 当 曲线 为 二 型 曲线 . 


4 是 已 输 正 数 , 当 陈 闪 正 整数 时 , 旭 | 引 | = 为 不 超过 取 的 最 大 整数 ， 
推论 3。 融 刀 是 : 型 曲线 下 所 界 的 锡 当 区 域 ,M 是 正常 数 ,如 果 


px(f， 万 ) 反 0 





则 当 乡 二 正 整 数 时 ， 
jo (sz)ELip (5， 寺 忆 -); 
车 为 正 攻 数 " 时 , 则 如 "(z) 速 秆 , 且 于 万 中 成 立 : 
om-i(6) 过 K6ln 守 . 
事实 上 , 当 工 为 上 型 曲线 时 
p(r;1+ 土 ) > KCT) 工 


这 里 玉 (CT) 是 仅 与 了 有关 的 常数 .由 此 容易 推 得 结论 . 
推论 4。 屋 刀 是 上 型 曲线 工 所 界 的 狗 当 区 域 ,如 果 


《 束 ) 





(3) 例如 见 [3] p. 87. 


(Cs#) 例如 见 [4] p. 34 一 35. 

















3 期 郭 竹 瑞 : C. H，Meprenaa 定理 的 蕉 广 





279 





M 


[ln > ]1+e” 





pn(f， D) 二 


其 中 所 一 >> 0 是 整数 , x > 0， 那 末 在 万 中 成 立 : 


攻 革 


CDr (6) < 委 


这 里 4 是 正常 数 。 
推论 5. 珊 是 任意 的 有 限 区 域 , 如 果 


po(f， 万 ) 二 有 
他 
当世 sx 正 整数 时 ,如 | 夺 | 5 
2 2 


fo)()E Tip (万 ， 入 忆 )， 


当 乞 = > 为 正 整 数 时 , 则 Fr5(z) 在 万 中 连续 , 且 


or_i(6) < K6ln 站 


在 万 中 成 立 , 玉 > 0 是 常数 ， 
事实 上 ,此 时 


p(rit+ 工 ) > 入 . 
由 此 容易 推 得 结论 . 
推论 6. 屋 刀 是 任意 的 有 限 区 域 ,如 果 


(1 < 


xz4(ln 1z )1+a” 





这 里 今 =， =y>>0 是 整数 , c > 0, 旭 


or(6) 二 





GE 


这 里 妈 是 正常 数 ， 





附 记 : 推论 1, 3 已 见于 [4], 推 葵 5 比 Meprexna 论文 [1] 第 三 章 定 理 3.2 的 畏 果 稍 


许 好 一 些 
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THE IMPROVEMENT OF 3S$. N. MERCELYAN'S IHEOREMS 


Guo ZHU-RUl 


(CjieKiamzg LUzzipersity) 


人 ABsTRACT 


This paper extends S. NN。Mergelyan s converse theorems of Tchebycheff approxima- 
tion in the complex domain to that of the _ corresponding theorem of one real variable 
外 ven by De la Vallke Poussin，and gives some corollaries. 
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有 


关于 亚 纯 函数 理论 中 与 极点 无 涉 的 基本 不 等 式 ， 
滑 盯 于 


(福建 师范 学 院 ) 


关于 奈 望 利 纳 (Nevanlinna) 氏 第 二 基本 不 等 式 信 有 引入 构 ( 导 ) 数 而 作 之 种 种 不 同 的 
推广 ,在 这 些 推 广 式 中 , 极点 的 密 指 量 每 见 出 现 且 有 特殊 作用 , 因 之 能 和 否 将 此 量 消去 是 一 
问题 。 米 狗 (Milloux) 氏 及 能 庆 来 教授 由 不 同 途径 各 获得 与 极点 无 涉 之 一 不 等 式 &m]， 此 
二 和 结果 形状 互 异 而 各 有 特点 。 能 庆 来 教授 指出 这 两 个 车 果 倚 可 推广 到 更 普 肖 的 境地 ,我 
个 由 此 方向 探 研 得 如 下 两 个 定理 ,为 能 、 米 二 氏 者 之 推 厂 . 

1. 届 fx) 及 pi(x) 为 于 全 平面 ( 开 的 六 内 亚 ( 什 ) 纯 的 画 数 ,使 

T(r，9pi) 一 o[TGr， 帮 0)] (1) 
于 ”一 oo。 由 屋 等 式 





f 一 Pi 一 (一 9) 一 生 
导出 





2(7 ， 信 < 9p1) << 7M2(7， 7 9pi)) 十 7 7 2 中 
人 


若 设 帮 0) 夭 pi(0) ;0) ,pi(0) 夭 oo 及 加 (0) 尖 Pio(0) 而 应 用 Jensen-Nevanlinna 
公式 于 上 述 不 等 式 右 映 之 末 一 项 ;有 
12(7， 区 人 9p1) 雪 12(7， 帮 Pi) 十 7 (- 广 一 2 十 
了 一 9 


过 2 | _ 帮 0) 一 PiC0) | 
机 [we 1 一 9 ) ve 全 9 | 二 9 

















从 表达 式 包 
ae 
(Cr 力 NGr， 帮 人 (r， ，) 
熟知 的 性 质 , 不 等 式 (2) 中 方 括号 内 之 量 可 写 为 


1 
VC 和 一 9 一 (n+N( 二 ) 一 NGosf 一 0， 


了 
据 此 ; 式 (2) 化 为 




















8 1 航 
T(ry} 一 9p1) 忆 (7， 了 4) < pi)) 中 Nl(r， 1 二 xl(r 0 本 十 
4) as OO) 帮 0) 下 9piC0) 
十 。 
风 ( 和 ) FoCo) 一 9 风 (0) 








# 1958 年 2 月 21 日 收 到 . 


1) 为 简单 起 见 , 我 们 假定 柄 数 在 全 平面 内 为 亚 杯 的 ,对 于 在 单位 贺 内 的 亚 存 画 数 亦 可 获得 类 似 的 精 果 。 
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再 则 我 们 有 四 
TGr 四 三 TG (ff 一 ?0 十 9D <TGf 一 9 十 TGr，pi) 十 log 2. 《4) 
联结 (2)，(37，(4) 诸 式 后 经 简单 的 推演 可 得 
1 Si 1 je 人 OD( 
T(Cr, 站 < Try fo) 十 人 (r， mr xl(r， 7 二 5 十 7 (- Peer ) 
帮 0) 一 Pi(0) 
十 TGr， R TGr，9i) 十 log| 区 em | 十 log 4. (57) 
炎 取 亚 纯 夯 数 p，pj,， 使 于 ”一 o 时 
T(r，9p2) 一 o[TGr fj)] 及 TG，9p3) 一 o[TG， fbD)] (6) 
而 pi 加，9p:，9p3 彼此 之 间 是 制 别 的 . 
我 们 革 
刁 一 at p 记 ， re (7) 








Fi 一 9p3 一 9 
着 应 用 奈 氏 第 二 基本 定理 于 下 而 命 王 0， 呈 1， 轨 一 oo。 车 届 FC0) 尖 0，oo; 
玉 (0) 夭 0， 则 有 


TOp 玉 <NG, ED+TN()+N(L-) 一 NO+SOD Cs) 











今 画 数 己 的 寺 点 含 于 画 数 -二 ,9 9 及 -到 二 一 的 极点 内 ,因此 
1 


不 4) 站 


3 一 中 : 








1 1 一 OC) 
N 人 (rc 二 ) < N( -6)+NC:p)+NC5DO+N(r 于 二 2)。 (9) 














9a 一 9: 
由 同样 的 方法 可 得 
1 9p3 一 mr 下 2 
NGCr,F) < 短 Nir， TH 十 NGr9i) 十 NGry pz) 十 和 (-， 区 字 5 《9) 
及 
1 1 0 和) en 9; ae 
ww 二)< No Ai) +NCseD+TNC:D+N(r， 2 二 2 (9) 
另 一 方面 , 自 式 (7) 解 出 
站 人 一 铭记， 5 十 p， 
生 各 9 六 
93 一 9 


设 7(0) 尖 px(0)， 而 应 用 Jensen-Nevanlinna 公式 及 据 此 恒等式 有 
T(r， 帮 ) << T(r， 也 ) 中 27(r， pi)) 中 37T(r; 9p2) 中 27(yr， 9p3) 


下 40) 一 pz(0) 本 1 
9 吕 (0) 二 (0 TO 一 WO 


联 辕 《8) 一 (10) 诗 式 划 经过 一 香 计 算 邹 得 


1 1 1 
(k) 
TGr FO) < (-， 7 一 5)+N(r， 7 二 二)+N(r 7 而 一 元 +SeC， (11) 





十 log 








其 
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1 1 1 
[1950 二 9 “70 一 CO 
| Fe(0) 一 ?pz(0) 
人 5T ”| (0) 一 90) 


十 3lag|F(o)| 十 log 上 


Se(r) 一 141 十 log 

















十 9 十 3og 一 : 
[7G )| 


十 6log 十 o[TCr, 用] 十 816gTCr， 卫 ). 





p 一 7 
于 是 自 不 等 式 (5) 及 (11) ,我 们 得 到 
10DJ7C 力 <N (r 二)N(r 而 二 二 )+N(r 而 上 上 二) 上 +2C)，(12) 


二 多 
此 地 7( ) ( ) k) (大 ) 
0) 一 IO 一 9 
F5C0J 二 | ( ye 





O(Gr) 一 log 




















为 着 长 化 0(r) ,我 们 只 须 求 和 mn (-， Pi 一 ) 及 Se(r) 的 长 夯 数 ， 准 [2], 有 (p 去 六) 
1 
三 二 8 < we 十 长 1e 其 十 玫 g 工 
ne， 二 9， ) 4 





D/ 





十 2 log 十 log 一 
p 一 


ak …，ct 为 仅 依 顿 于 有 的 数字 常数 ， 
显而易见 


TCp, FI)<TCp, fb)+Ilog -Or 
(p ) 《p 1 ) 08 [FeC0) 一 2zC0)| 90o) 二 5C0 


了 中 [cx 十 ol1)] 168g To 》 轧 ， (13) 


十 o[TCpoy 帮 ] 








1 
| Fo(C0) 一 9z(0)| 


十 o[ lagT4o, 力 ]. 《14) 


lgTCp, FDI)< 18g8TCpo DO) 十 16g 16g 





1 
|p3(0) 一 Pi(0)| 





十 lig lbg 





由 [2], 有 
ro, fo) < (十 DTCp;, 力 十 ma(o, 六)， 





故 
NgT(P; P) < lgTCP; 力 十 节 m(p， 厂 ) + o[ 如 To， 乃 ] 





1 1 
十 lz 二 
[FOOD 二 30 10 二 0CO 


沿 人 效 不 等 式 (13) 的 求法 而 年 p = ， 十 到 (p' 一 "), 有 


十 lg ltg 十 log6(8E 二 1)，(〔14) 





十 荔 工 二 log 忆 
信 全 





717 C 
8 jbg (e， 入)< 二 lg iT 0 


na rrA + [1 二 o(l)]lgTCo 力 ， 
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因此 
s(r) < 殉 十 1 + 21 
< 0 一 0 
只， 1 
十 21 二 tigl -本 
iT5r0J 二 560 十 血 血 0 十 血 T5COJ 二 5 
foC0) 一 9pzC0) | 0 耳 
十 0 8 | 十 38 1FCO)1 + log [4 十 5tbe- 
十 6log 户 十 7log -上 十 [9 十 o(1)]lgTCo 站 十 o[TGr， 六 ]. (15) 
P 一 好 
今 书 
有 一 0 | 区 0 1 
8| 5C0J 二 PC0J| ”8| 有 00 一 907| 一 “gTFCO 
9260) 一 PaiC0) | 大 0) 一 PIC0) 
?pi(0) 一 有 pfo(C0) 一 90) 上 
我 们 不 难 算出 表达 式 
严 1 
] 一 CC 十 31 古 
og | 攻 0) 一 9K0)| 十 发 硬 邮 一 0 二 0 及 logTRCO 十 3 区 PCO)| 
分 别 园 界 以 
ltg | 帮 0)|+ lg 1p:(0)| 十 MX 及 lg 一 一 一 十 218g |F(CO)|， 


|FCo)1 
Xu 为 仅 依 末 于 K 的 数字 常数 ， 从 而 我 们 得 到 0O(>) 的 长 化 夯 数 


1 1 
sn 1 lo 
St(r) 一 4 十 ltg|19(00)| 和 CO 7 “1200) 二 p (0)| 


1 








1 














十 3 起 十 1 十 十 1】 
3lieT5rOaRCOJ 二 如 | 人 0)| 十 茵 和 Cj TO- RCI 
二 ( 十 log 2_ 
216g |R 人 (9)1+ 夯 [ 寺 本 we “ 烛 Bklig 一 十 Bx og 一 
入 拓 本 一 [Ce 从， 旋 十 or 人 


综 上 所 述 代 以 2 代替 po ,我 们 得 到 郁 氏 定理 的 推 厂 : 
定理 1 习 jx) 及 Pu(x)C7 一 1,2，3) 为 于 全 平面 ( 开 的 ) 内 亚 纯 的 画 数 ,使 于 ”一 00 


人 
TGr，9 了 io) 一 o[TCr， 帮 7)]， 《1) 
T4r， 9p2) 和 o[TGr， 站] 及 TC7r， 9p3) of[TGr， 了 7 ]， 《6) 
) 和 
而 且 9 扣 ,92,9s 彼此 之 间 是 刊 别 的 ， 车 蔷 也 一 而 慨 pv(0) 夫 oo; 





se Fe 一 9 9p3 一 pi 。 


世 0) 夭 0，co，9IC0); 大 (0) 和 pi (0)，9px0) 及 了 (0) 夭 0, 则 不 等 式 


[1 一 o(1]7Cr, 力 < xl(r， 一 芭 ) 十 xw(r 抽 站 二) 


+ N(r 而 二 元) 二 3 方 po po 9 (16) 
本 
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于 r < p 时 成 立 ,在 p, 为 无 穷 级 时 可 能 要 除去 一 个 * 的 区 间 贯 ,其 总 长 为 有 穷 者 ， 式 中 


Si 万 P 9z93) 一 4 十 动 g 19PIK0)| 十 2log 1pf(o) 9:(0)| 
1 一 于 


十 lg | 帮 (0)| 





1 1 
十 3lo 
5 到 150 二 wGCO 


十 216g |FC0)| 


十 log 











和 
+ 甸 TOT+ 如 TCD 二 Fl 


P 


十 lbg 十 豆 k log 一 十 吾 X log 一 





1 
tm 
[Fo “有 (Co)| 
十 Bxlog 十 [ck 十 ofl)]lag7TGCoy 力 ， (17) 





这 里 4k，Bk，…，Cx 为 仅 依 顿 于 及 的 数字 常数 。 
注意 : 夯 数 1(x) 及 Po(x) 于 原点 的 种 种 限制 不 是 必要 的 . 例如 , 若 亿 0) =0 或 oo; 
我 们 可 求 夯 数 1(x) 于 原点 近 傍 之 Taylor 或 Laurent 级 数 展开 式 
Fx) 一 ci 十 cixi 十.… 十 -…(cx 尖 0)， 
而 应 用 Jensen-Nevanlinna 公式 于 画 数 f = 二 1， 构 类 似 于 定理 工 的 演 花 ， 可 得 与 不 等 式 
《16) 形式 上 相当 的 千 果 . 但 在 f 为 常数 的 情形 下 要 除外 , 不 过 此 时 T(r, 六 的 围 界 是 简 
单 的 . 
2. 设 8g(x), 9p(z) 及 灿 (x) 为 于 全 平面 ( 开 的 ) 内 亚 纯 的 男 数 ,使 于 一 o 时 
T(r， 9?) 一 o[TGrg)] 及 TGr,y) 一 o[TGr，g)]. (18) 
我 们 时 
_ We 一 8 
2 
应 用 伐 利 隆 (Valiron ) 氏 所 引出 的 不 等 式 由 于 此 补助 夯 数 了 并 设 FRC0) 尖 0,1，o 及 顾 (0) 
寺 0, 则 有 


mr;P) <N(- 二) +N(r， 二 ) 二 mm( 交 三) 


六 F(C0O)CFC0) 一 二) 
十 2o (r， 半生 .一 |) 十 log 09 十 二 (19) 


= 多 2 二 ee) - -人 三 - 刀 绽 .对 


| 瑟 一 XY| 关 二 [|X 一 1 YY 门 ， 














今 书 








并 借助 于 不 等 式 


ki 挛 ， 


2 (&)》 2 
到 <zlP1+| 呈 : 世 
8 SI 








1) 大 看 第 一 节 的 脚注 ， 
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= 


(K) 


| zz(7， 忆 ) > 277 (二 ) 一 2 17， 一 ) 一 2 (-， 二 ) 一 422(7, 沙 ) 一 log4; (20) 


应 用 Jensen-~Nevanlinna 公式 于 m (- 十)， 而 愉 g(0) 和 尖 0，co ,由 式 (20) 得 





T(r，g) < mm(r, 卫 ) 十 2 (到 ) 十 2 (- 二 ) 十 47p2(7， 内) 





一 772 (- 二 ) 十 x(r， 十)+ log | g(0) | 十 log 4. (21) 


这 样 一 来 ,问题 归 千 为 求 
N(-, 工 )， xl(r， 过)， m (三 ) 及 mr， -一 -) 
的 长 化 本 数 . 


1” 关 于 .上 述 末 二 量 的 长 化 只 须 援 用 奈 氏 著名 的 引 理 ”中 之 不 等 式 一 一 达 和 经 伐 利 隆 与 
米 鹊 二 氏 改 进 为 


m(-S) <4l8gT(CpG) 十 4l8g lg 











1 O O 1 
十 3 log 一 -一 十 2log 一 十 lg 一 十 16， 
加 


于 ” < p- 一 一 到 本 数 忆 , 有 
< 一 
m(-， 到 ) 十 2 (- 一 一) 十 log PFCOJCFC0) | 十 1<1218g74Gp， 卫 ) | 











| 有 了 (0) 
p 人 工 F(0)CF(C0) 一 1) 
rip 和 ee 六 二 3 二 六 (09 | + 6 
由 于 
1 加 + (wo 工 
m(p;F) < 2m(o, 荆 ) +m(o， 一 ) +m(o， 上 ) 十 3m(p， 峭 ) 十 log 2 


及 下 的 极点 含 于 呈 的 霉 点 与 少 的 极点 内 而 有 
NCr, F) < 2N (-， 十 ) 十 2VCr， 几 )， 


可 知 
(有 


T(Cp， 也 ) < 27 (。， 二 ) 号 m(p， < 一) 十 7 (e， 症 ) 个 37T(4p， 消 ) 十 log 2， 


由 是 


伏 ) 
1218gTCo 了 ) < 121gTGo，g) 十 和 (p， 一 ) 十 o[ ltgTGog)] 


1 I 














十 12lzg 基 -十 12t 起 十 36. 
19(Co)l Co 
2。 长 化 N(-, 革 ， 由 于 画 数 下 的 雳 点 含 于 男 数 -1 _ _， 工 及 g 的 极点 内 , 故 
是 8 
1 和 1 
人 (r， 二 ) < 妇 v(r， -而 了 十 2NIzr， 二 ) 十 NVkCry，g)， (22) 








ee 
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其 中 NakGry g) 一 2NGr， 8g8) 一 NGr， 下 
为 要 获得 NtCr， 6 的 围 界 , 且 此 界限 只 能 含有 量 N(", 十) 与 X(, 一 二 


来 证 明 如 下 的 辅助 命题 : 
引 理 . 设 g(x*) 及 灿 (x) 为 于 全 平面 ( 开 的 ) 内 亚 纯 的 夯 数 ; 使 于 7 一 o 时 


T(r， 人 二 o[T(r， 8g)]， 
并 且 少 不 取 雪 为 值 . 车 8C0) 夭 0，c， 以 0)3; 峭 〈0)g(0) 一 0)g (0) 和 尖 0,， 则 不 等 式 


1 


十 oLT4r， 十 Se (7 23 
二)+o[ros e+sD (23) 
于 jx| =r<p 时 成 立 ， 在 8, 少 为 无 穷 航 时 ， 可 能 要 除去 一 个 * 的 区 间 贯 其 总 长 为 有 穷 


者 ， 这 里 SS(7) 适合 Howdiinea 余 项 的 条 件 . 


藤 然 ,我 们 取 未 


二 (24) 
8 


工 应 用 奈 氏 第 二 基本 不 等 式 于 C 而 命 册 = 王 0, 罗 王 1 及 凡 =%， 有 
1 
Try， G) 王 v(r， 二 ) + N(r - 寺 由 + NGC, G) 一 NiCr) + SCr, 6)， (25) 


,我 们 先 











win,D<N(r3 二 ) + N(r， 








因 男 











8 一 少 
1 1 
| (二 )< w(r， -二 训 山 ); (26) 
依照 相同 的 方法 并 留意 到 几 夭 0;, 有 
1 1 / 
(二 )< No 及 NG<N 人 (re 二)+NC 人 (26) 
外 ,， 自 (24) 解 出 二 xz 人 及 应 用 Jensen-~Nevanlinna 公式 于 男 数 ge, 消 而 下 


8g(C0) 夭 0，co 则 有 
T(r，g) <TGr， G) 十 Try) 十 log 

从 (25)， (26) ,〈26) 诸 不 等 式 , 不 难 推 得 
TGr,， 8g) < NGr，8) 十 w(r、 二 ) 十 v(r,- 





g(0) 
VC0 呈 0 | 十 ljog2。 


G) 中 Or， g)， 





其 中 .Jri(r, G) = 2NCr，G) 一 NCr，G') 十 让 





O(r, sg) 三 156 十 2l8g|A0o)| 十 6ligjlg(0)| 二 Ubg 玖 本 


二 4 训 方 + 5log 一 


1 40)g(C0) 一 %C0)g (0)| 
十 61og 十 [8 十 ol)]lbgT(Go, sg) 十 of[TGr，g)]. 


十 log 








P 人 
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显然 , 当 8 的 极点 为 本 数 - 信 的 极点 时 ,有 亦 是 夯 数 -和 的 极点 ;所 以 


NAk(Cr， 8 ) 委 N (r， 革 ) 中 NGCr， 风 ) 中 NGCr， 中 ). 
由 此 我 们 得 到 


NaCr;g) < N(r， 工 ) +Nfr ) + or 1+ Se (23) 





8 一 多 


Se(r,g) 一 156 十 2lbg|w(0o)| 十 6lgl|g(0)| 二 tg 





FFC 0)| 


二 41g 三 + 5log 王 


| 峭 AR 一 水 0)g (0)| 


十 6log 一 -一 十 [8 二 ol)]lig7TGog). 
四 


今 回 到 本 题 求 N (- 了 之 长 画 数 以 (23) 所 答 出 之 团 界 代 于 (22) 邹 得 





十 log 


xl(r 二 )< N(r， 十)+ N(r， 0 x(-,- = )+ SeGzr) 十 o[TGr，g)]。 (27 ) 


相关 pp 











3 长 化 N(r, 志 上) 取 瑟 一 了 十 络 , 因 丽 数 了 一 1 的 喜 点 合 于 因数 


g(g 一 少 ) 





(F 一 1) 7 的 雳 点 及 男 数 肪 一 1 与 g 一 少 的 公共 雳 点 中 ; 故 
Yi 


NI1r， 











二 -)< x(r， 让 ) x(r， 十 )+ x(r 二 上 + 十 2)NCr 几 十 N。 
或 





1 g 一 消 1 
六 -)< T(\r， 二 二 志 )+ x(r,: - 工 )+ x(r， wj 站 十 CR 十 2)NCr: 轨 十 Ni， 
这 里 Nu 表示 画 数 柬 一 1 与 g 一 少 的 公共 寺 点 密 指 量 . 
我 们 先 求 m (r,(F, 一 1) 一 全 一) 的 长 化 夯 数 而 写 
他 二 学 


gt) gt) 一 dk) _ 几 _ 
一 少 “ 5 二 入 -全 


mm (CR 一 1) - 二 了 ae (和 (~ 空 三 和 ) 


十 7 (rc 十) 十 mr 七) 十 2z2(r, 水) 十 3log 2. | 











《P: 





由 此 导出 











灵 求 N (r,(Pi 一 1) 一 上 ) 的 长 化 画 数 , 因为 (Fi 一 1) 一 上 的 极点 只 能 取 自 本 
数 羽 的 极点 , 即 取 自 画 数 g, 8g 一 少 的 零点 再 沽 去 画 数 已 一 ! 与 g 一 少 的 公共 零点 ; 故 


< ) < N(r, 二 ) 十 v(r 和 二 7) 一 


人 r) (了 
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因此 ,我 们 有 


1 1 1 
人 r， 十) < 2N(r, 十 ) 二 2N(r， 下 十 和 -, 荆 ) 








g(f) (K) (天 ) 
+ (rp 一] + mm( 一 工业 一 | 十 ie 于 4 于 
(c: 人 gz 一 ) eol 0 
+log |g(0) 一 兴 o)| + log + o[TCry g)]. (28) 





| 瑟 (0) 一 1 
如 同 前 节 的 论述 一 样 , 我 们 不 难 计 算 mr， 人 的 长 化 画 数 及 


3 log 一 一 -一 十 1218g lg 一 一 -一 < 418g 一 一 -一 十 32， 


9 


CT CD 和 iT 


oO 一 lg 册 十 6 勒 
log |8g(0) 一 尔 0)| 十 ouxl g lg [0 天 arr 0 l8g |g(0)| 十 216g 1y%(C0)| 


1 二 
和 1y%Co)1 <71lig |g(0)| 十 ltg | 办 0o)| 十 2| 7 


人 kt， AAA 为 仅 依 顿 于 玉 的 数字 常数 . 联 和 车 《19)， (21) ， (27)， (28) 族 式 ,有 


T(e, g) < 4N (二 ) + 3N (-.- 一 有 二 Ne 二 St(rg;p)， (29) 


1 
192(0)| 
十 (ex 十 12) 18g 1bg 一 一 一 一 


天 一 )]| 
十 和， 








| + mu 





其 中 


Skkr gj 9) 一 4 十 lg We 十 2l8g 一 一 一 十 416g 


1 
Fr | 入 0o)1 19(0)| 
1 
十 71bg |g(0)| 十 216g: + 戎 ss 一 少 0)g'(0)| 


FF(0) 一 上 D 
十 刀 k1 十 刀 1log 一 
刺 C0J 二 1 ti 一 Un 





F(0) 
F(0 
十 Be log 


十 log 








| + log 








2 中 [Cx 十 ofl)] ltg7TCp， g) 十 o[TCr， g)]. (30) 


设 9p;: 为 适合 条 件 TCr, 9 一 o[TGr, g)] 的 亚 纯 夯 数 , 易 知 / = 8g 十 9i 与 8 有 相同 的 
增长 级 , 故 T(r, pi) 三 o[T(r, 用 ]， 芍 命 pm = Pi 十 pi = 9 各 十 p， 由 不 等 式 (29)， 
我 们 得 到 米 狗 氏 定 理 的 推 厂 : 

定理 开设 力 x) 及 ?pv,(x)(p 一 1,2,3) 为 于 全 平面 ( 开 的 ) 内 亚 纯 的 夯 数 ; 使 于 一 % 


时 


T(r, 9p。) 一 o[TGr, 力 ] (=1, 2,3) 


2》 而 2) ; 不 取 雾 为 值 . 老 鞠 开 一 We pz) (大 站 932) RP， am 有 十 
攻 且 Pi 异 于 92 9 而 P，9 付 为 但 5 


人 2 及 入 = (9 一 pa)(f 一 90 一 (9 一 ?af 一 9 而 候 定 gw(0) 


地 oo; pi(0) 尖 9p3(00); 大 0) 夭 0，c ，PpiC0); 7 (0) 和 piC0);RC0) 关 1; FF (0) 夫 0 
及 全 (0) 地 0， 则 











Te 
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下 1 1 
上 一 oCD]T(r 力 <4N(r 二 ) + 3N(r， 二 ) + 
(nr 上) 二 号 有 po po 9 (31) 
的 要 除 击 一 个 ”的 本 天 黄 其 总 长 为 有 鸭 者 ,其 
SECr) 态 919293) 一 4 十 8lig 191(0)| 十 lg 19p2(0)| 十 215g 





1 
PK0) 一 ?0)| 














十 4 寺 十 7lg |f(0)| 十 壹 寺 
有 一 90)j 8 0， “17C0 闸 9piC0)| 
-| PCO) g| 了 0) 一 队 太 
gTxCOJT + log| 丈 | + lg| 元 0 二 中 十 本 如 二 十 夏 og< 
十 Bklog 7 二 [CT+oGD 吉 To, 放 7， (32) 


Te Bt ，…，Cx 为 公 依 顿 于 和 的 数字 常数 
于 此 可 作 关 于 在 原点 之 限制 的 注意 一 如 对 于 定理 
作者 在 作 此 文 时 ,得 到 能 教授 的 指导 ,让 在 这 里 表示 袁 心 的 谢意 ， 
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ON THE FUNDAMENTAL INEQUALITIES WITHOUT 
THE INTERVENTION OF THE POLES 


SiEgH Huor-cHUN 
(FrxKieoz Nor7z2CFE Coll1ege) 


ABsTRACT' 


轨 年 


-Moux ad Professor 攻 . 工 . Hiong had given .two different inequalities which 
io mog coatain Ntkr， 太 ) and which extend the fundamental inequality of Nevanlinna by 
Eeeeesg methods- Peakeasoe 区 . 工 . Hiong has pointed out that we may extend the above 
resajss iD 2 general case、 We obtain the following two theorems: 


Tbeorem 1 Let fr) and pu(xz)(p 三 1, 2，3) be Peroenogphic functions， 本 that 


ae rr 一 ”CC2 


Ttr， 中 认 )) o[TCGr， 大) ] 、 T(Gr， 9pz) ofTGr， 大 和 ) ] 


TGr， 9p35) 一 2 o[TCr， 7 外 7] ， 
amd he 9。are different from one another。， 下 pv(0) 和 尖 oo; 帮 0) 夭 0，o， 人 and 





Fa) 二 BIGC0)，、，9pzC0)，then the inequality 
ne 1 1 
GoCDlrGr, 力 <x(r, 一: -+Nl(r 一 )+N(r 十 2 
一 mi 一 9 一 
笠 aaasEed fiorc | x| 一 rp except，in case when pw is of infinite order，a sequence of 


ie 二 cezwajs that their total length is finite。 The remainder Sx satisfies the conditions of 


verzmiena- 
Thbeorem 了 .Let fr) and pv,(xz) (7 王 1，2， 3 1 be meromorphic functions，such 


iag Soe 7 一 ”CD 
TGr， pv) (> 一 1， 2， 3) 
xd es 、9a are distinct from Pi and do not reduce to Zero。， 下 pv(0) 于 oo ，9p3i(00) 一 


Wi (K) 
一 ie(o] 寺 of) 去 0 co5F(O) 夫 01andF(0) 关 0(F= 人 2 一 ss 一 大 )， 
《93 一 ?iD)Gf 一 二 
ie he ipequajity 


一 *Dlrc: 六 <4N(r,- 2 + 3N(r- 人 上- 
2 e ee 


sseisfEed fiorc |xz| 一 zY< DO except，in case when pw is of infinite order，a sequence of 











iservajs that their total length is finite。 The remainder Sx satisfies the conditions of 


Te 
<<3mimma- 

民 eenar&、 In theorems TI and II we can remove by a known method the restrictions 
of ie vaiees of Frz) and (xz) at the origin，which have imposed for the simplification。 


鲍 








RE -- 
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er 天 





关于 Goodman 在 几乎 有 界 函 数 中 的 一 个 猜测 
下 


( 复 旦 大 学 ) 


。 本 娘 的 目的 在 于 指出 人 鲁 经 被 GoodmanD 猜测 过 的 下 述 定理 1 的 证 明 . 写 的 副产品 是 
我 们 找到 了 Bieberbach-EilenbergB2' 的 定理 的 一 个 初等 的 证 明 ?. 。 


定理 1， 慨 G 是 闯 足 瑟 -条 件 [1,p. 84] 的 线性 变换 堆 , 井 且 包 含 变换 工 = 全， 16| =1. 


设 1(z), 1(0) = 0 在 单位 圆 已 上 对 CG 几 乎 有 界 {T1, p. 831, 那 末 
1f(o)| 入 1， 
等 号 成 立 只 有 j(z) 一 Is，|7| = 1 
为 了 定理 1. 的 证 明 , 我 们 来 叙述 二 个 引 理 , 引 理 1 和 引 理 2。 写 个 的 证 明 分 别 见 [1， 
p, 85], [4，p. 106】]. 
引 理 1， 设 丁 是 开 集 ， 它 的 包 是 下 珊 C 满 足 瑟 -条 件 ， 如 果 下 对 G 几乎 有 界 [3。 
p. 85], 那 末 丰 的 余 集 CR 的 面积 


4(CF) 之 
式 中 等 号 成 立 只 有 CF = 忆 和 
 “ 引 理 2 珊 区 域 O 含 有 xx。 和 屋 B(0O) 和 C(9) 是 画 数 族 : 
f(z)6E B(9):， (xzo) = 0，f(z) 在 9 上 是 正则 的 ，|f(z)| 入 1 


F(sJ ECc(2): F(s) = 0，F(z) 在 Q 上 是 正则 的 ， 姑 、 略 去 一 个 面积 > = 的 集合 . 
罗 





屋 


FECCO) 


Map(zo， 9@) 一 ,29 (so) | ~ Mc(zo, 0O) 一 SupD | 了 (so)| 》 


那 末 
Mas(zo， 0) Mc(so， 2). 


定理 1 的 证 明 . 因为 C 包 含 变换 工 = 与， 16| = 1.。 所 以 当 jz) 在 下 上 对 C 几 乎 


有 界 时 , 画 数 F(z) = 天 在 巨 上 也 对 CG 几 乎 有 界 . 


现在 对 &@ = 了 ,za 三 0 沿用 引 理 2. 由 Schwarz 引 理 ,应 该 
Ma(zo, 0) 一 1， 
工 且 等 号 只 彼 帮 sz) 三 7g，|z| = 1 达到。 证明 完 些 . 
定理 1 的 推荐 (比较 [1, $ 5]). 








* 1959 年 1 月 19 日 收 到 . 
1) 过 去 的 诈 明 都 用 了 拓扑 学 上 的 定理 ,如 著名 的 Jordan 曲线 定理 之 类 [5] . 
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2 区 罗 十 1) 太 十 (了 一 上) 和 二 人 
定理 2， 让 G. = 1zer= (天 一 1 天 十 (二 二 0)1:2，…… 27 ?271 一 2 


屋 帮 z)， 帮 0) 一 0 在 已 上 对 G. 几乎 有 界 , 那 末 当 帮 z) 夫 十 时 ， 


fo1< 卫 二 二 ， (GD) 








使 人 1) 变 做 等 式 的 夯 数 必 取 形式 
f(z) 一 (9 这 BB)z 十 ( 姻 一 7B) 


(7B 一 B)z 二 (1 一 7pBB) 
这 里 |?| = 1, |8| < 1, B 羡 土 1. 车 B 和 四 是 常数 , 则 (1) 中 等 号 只 当 = 一 B, 大 (B) 一 已 


时 成 立 。 这 时 大 (z) 在 下 上 对 G- 几乎 有 界 . 


本 “十 1) 太 十 (天 一 1) Hz 天 
定理 屋 &41 = ( 1) 厂 十 (7 人 1 9 帮 323 ”3 他 277 一 C 


设 1(z)，, 1(0) = ao 在 已 上 对 G。. 几乎 有 界 , 那 末 
If (Co)| 委 11 一 co. 
等 号 成 立 只 有 /1(z) 一 (7z 十 am)/(7zos 十 1)，|7| = 1 


K 了 
定理 4， 让 G。 = 了 +1 一 汪 > 1 二 四 尝 灰 二 0 1 2 …， -2n 一 19=en. 


设 帮 z)， 大 01 一 0 在 已 上 对 G. 几乎 有 界 , 那 末 

















1 一 |z| 一 1 十 f(s)| 一 1 十 |z| 

下 | 寻 和 他 荆 玫 天 天 1 本 二 0 
上 1 一 fs)|1 一 |z|， ， (3) 
1 十 fx)| 亏 1 一 |z|. (4) 


在 (2), (3) 和 (4) 中 任何 一 个 等 号 成 立 ,只 有 js) = zz 19| = | 
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UBER DIE KONJEKTUR VON GOODMAN FUR DIE BEINAHE 
BESCHRXANKTEN FUNKTIONEN 


AI WAN 一 rzZFEI 
(Fau-Taz LUJUitezritit) 


ZUsAMMENFASSUNG 


In dieser Note wollen wir den folgenden Satz beweisen，der von GoodmanH konjiziert 
wurde. Die Beweisfihrung dieses Satzes selbst enthilt einen einfacheren und elementa- 
rischen Beweis des Bieberbach-Eilenbergschen Satzes . [2,3. 引 。 

Satz. Sei G die lineare_ Transformationsgruppe，die der - 瑟 -Kondition [1，p. 84] 


geniigt und die Transformation 区 一 号， 10|=1 enthilt。 Fiir |z|<1 sei fs), 1(0)=0 


regulir und in bezug auf GC beinahe beschrinkt [1,p. 83]. 
Dann lt 
1 (1) 
wobei das Gleichheitszeichen nur fiir die Funktionen f(z) 一 7z，|z7| 一 1 gilt. 
Wir zeigen noch, .dass die Sitze 3 一 5 von Goodman [1，$5] auch fir die reaulicen 


Funktionen gelten， 
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典型 域 的 调和 函数 论 (I) 
对 称 方 阵 双 曲 空间 的 调和 函数 


华 有 天 基 次 名 


(中 国 科 学 院 数 学 研究 所 ) 


2. 1. 对 称 方 阵 双 曲 空间 的 调和 画 数 命 Z 代 表 * x ”对 称 方 阵 
































M 2z， &12 人 &1m 
2 一 | “= V 2z 和 2 ar ( 
中 1m 忆 2m 了 了 
Xu 代表 人 1 个 复 变 数 sai，za，: ……，ziw，sz2，'……，xa2s donn 空间 的 域 . 
7 一 2Z2 > 0 《2.1 2) 
我 们 引进 运算 子 
\V272_9 和 和 
Ozl; Ozl， Oz 四 
e \VW7_9 和 
O， -一 Oz1， OOz，， Oz,，。 (2 全 3) 
6 6 二 
。 2 
Ozi。 zx:。 Y ez。。 
罗 
(2. 1. 4) 


Ar 一 tr((T 一 ZZ)6z(T 一 2Z)6z)， 
注意 后 一 运算 子 中 乘积 9z(T 一 ZZ) 只 是 形式 上 的 和 矩阵 乘积 ,前 面 的 运算 子 并 不 作用 于 后 


All 三 和 (入 3 也)。 忆 。 了 jc zu) | 
Re “ (2 表征 
9 
Do Pey 己 Y 加 醒 ) PP。 9 
果 0 zie6zop 
此 处 ze 一 zpa 及 
V 2 ， 如 w 一 有 请; 

P。 = | (2.1.5) 
1， 如 w 头 忆 . 二 





* 1959 年 3 月 6 日 收 到 ， 
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在 9%iur 域 定义 的 有 二 级 连续 偏 微分 的 实 值 夯 数 x (Z) 称 为 Si 域 的 调和 夯 数 , 如 果 让 
适合 含 微分 方程 
Artg 王 10. ， (2. 1.6) 
本 在 (2.1.4) 可 见 , 在 Sin 的 边界 gu 上 ,此 方程 是 虹 化 的 , 而 在 %in 域内 , 此 方程 是 顶 贺 
关 芍 型 的 ， 下 面 我 们 要 研究 适合 此 方程 的 画 数 的 边 值 问题 , 所 用 方法 基本 上 与 工 相同 D, 故我 
们 这 里 只 著 重 叙述 与 工 不 同 的 地 方 . 
定理 2. 1. 1， 若 x(Z) 是 % 域 的 调和 郴 数 , 则 经 %in 的 运动 天 的 变换 后 , 仍然 是 ， 
Si 域 的 调和 夯 数 . 
的， 已 知 (华罗庚 凸 )? %in 域 的 运动 硬 Fa 的 变换 如 下 : 


奢 =(4Z 十 了 B)(5Z 二 也)， 
人 | (2.1.7) 
4 万 一 忆 4, 4 4 一 B 万 一 工 
如 是 有 
dl =4d47(BZ + 了) 一 (4Z + B)(EBZ + 4)- 互 4Z (8BZ + 4) = | 


一 (十 Z + 了) 一 [(Z 素 十 也 )4 一 (Z4 十 了 ) 瑟 4Z (5Z + 了) = 
= (二 Z 十 4) 二 4Z (有 2Z 十 4) 十 
丽 (zZ + 2 了) 一 的 元 素 为 cap (1 和 cc, 8 和 2)， 上 式 序 


Poep dtlap Cja Phe dzin CHP。 


》， 了 1 


由 于 sin 二 届 pn， 故 





| (cia CAP 十 Ca Cip)， (A 弛 严 )， 
ze es Pep 
OOziv | 1 AN 2 Cup， (人 一 挛 )。 





.Pep 


O ae 2 0 Guwep 一 一 汪 ， (aia CPRB 十 CCpe 人 


Ozhx a< 有 B zep OOziv a< 有 B + 

















十 六 雇 Cosan 本 wa) 


a=1 tV/aa 


2 ZXja Cuzp 了 ep 9 十 > Ca Cap 忆 cB 9 中 


a<B Orxwap a> 有 B Orap 








十 3 Zia Cnp PapB Q_ = 


Ga 三 月 5 





绊 


一 二 Cja (Pu 2 


GPR。 
Ga， 四 =1 二 





当 ) = /， 





1) 为 简单 起 见 , 这 里 用 “ I > 表 基 去 “典型 域 的 调和 图 数 脸 ( I ) 矩 障 双 曲 空间 的 调和 图 数 ”( 华 罗 庚 与 陆 启 狂 , 数 学 
学 报 ，8 (1958), 531 一 548), 并 且 以 后 用 $ 1.3， (1.2.4) 等 表 工 中 51.3 及 公式 (1.2.4) 等 ， 
2 这 里 所 引用 的 大 考 文献 , 见 工 中 的 大 考 文献 











3 其 ”华罗庚 ,了 启 杀 : 典型 咸 的 漳 和 男 数 论 (IL) . 
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十 








AS O Ormwap 和 
2 一 2 -9 一 六 
OOzj) V 2 之 Orzep 9zh 之 Te tap 


定 3 M 2 aa aia 9 _ = > on mipPop 5 
a=1 


Ormwua & < 有 1aB 


十 和 on op Pop 5 十 Cja alp Pap 一 -一 9 和 


a>B tlj/ap 到 三 B Orap 











十 





旨 


和 
一 Cja (Pu ) Cip。 
a8=1 Ormwop 











上 画 式 合 而 言 之 , 即 
5_ - 荆 (zia_) 
Pa 一 ai | 了。 AP 
人 
或 
8 = (到 + T-18, (和 十 了 二 
另 一 方面 


一 (二 Z 十 4) 一 (7T 一 ZZ)(CBZ 十 4) 一 
我 们 有 
(T 一 ZZ)8z(T 一 ZZ)6:== 


tr ((T 一 天) 8w (7 一 栈 砂 ) 8) wx (Z( 术 )) = 
=tr(CT 一 ZZ)6z(T 一 2ZZ)5z) 中 一 0， 
这 证明 了 定理 2. 1. 1. 
已 知 9%ir 域 的 Poisson 核 为 〈( 华 罗 上 康 团 $ 4.9) 


1 ”det(T 一 ZIzotn 
PICZ，S) 一 < 
中 (Ca |det (CT 一 2S)| 








上 此 处 $ 为 对 称 的 西方 阵 , 邹 
M 2 S12 1m 
一 SS5 一 T 8 一 | 导 V 2 0 
证 放生 - 
Sm 212 AM 2 / 
及 


叉 (3# 十 1) 


全 
(ED 一 2 : 下 素 Hi(4+ r( 2 ) T r( 了 =- 党 J 
F 2 二 可 | 








定理 2. 1. 2， 经 运动 僵 古 的 变 扩 《2.1.7)， ii 的 Poisson 核 的 变化 为 
Pin(Z,S) = Pi (了 太 ,T) |det (BBS 十 下 | 一 e+， 


T 一 了 丈 =7T 一 (zz + 了 4) 一 (4Z 二 DB) (47 + 也) (BZ 十 4) 一 


一 (ZB' 二 4){(T 一 歼 取 )9w(T 一 厂 玫 ) 5 (2ZB 十 4) 一 ， 


(2, 1.8) 


(2. 1.9) 


(2 本 19) 


(2 1.11) 














CT 
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此 处 
了 一 (4S 十 也 ) ( 互 S 十 :了 ) 一 ， 弛 本 
证 ， 吻 证 
了 一 了 V 工 =( 了 2 二 (CT 一 Z3)(B5 十 4-1， 
由 上 式 及 (2.1.8) 有 
det(T 一 ZZJeetD det (7 一色 栈 )ierb|det( 瓦 Z 十 互 )|stl 
|det(T 一 Z8)|"+! |det(T 一 栈 元 )( 囊 Z 十 也 )(B3 十 4)|2+1 





__ TrT7 二 (e+1) 人 
= 和 电 民 一 欢 太 ) 一 |det(B5 十 4)|-ern， 
|det (7 一 本 了 ) |2+: 





定理 证 明 . 
定理 2. 1. 3， Si 的 Poisson 核 Pa(Z,，S) 对 于 Z 是 %in 域 的 调和 画 数 ， 
鳃 .根据 定理 2.1.1 与 2.1.2, 我 们 可 按照 定理 1.2.2 的 证 明 方 法 而 只 须 诈 明 
[Au Pa (Z, S)]z-。 王 0 
便 足 够 了 , 
由 (2.1.4) 及 (2.1.9) 有 
[An Pr (Z,，S)]zm 一 























ee 2 ct 了 一 区 ) 生 et (了 一 0 一 过 一 一 
7 民 Fe t CT ZZ) det (T 一 ZS) det(T 一 ZS) |，=~ 
0 9 人 人 
= 二 1) 们 |spr| 旦 | > 

x|1+C+D 王 szr+…|x|i+ce+D 荆 zwdt+…] es 

By ， B<7 Ze=0 

人 人 
= | -2o+D 王 1+2o+ 地 王 ? -| 
人 ， :号 (sp ， |- 
= We 本 :的 FF 人 王 ( 二 lz )| 
一 一 上 一 录 ( 也 2 十 1( 困 ] 
ef (zz 十 1)2 十 zz 十 1)2] 一 0 
定理 证 明 . 


2. 2. 9%ii 的 边界 之 几何 性 质 命 各 = 9in 十 gm 其 中 区 为 Jii 的 边界 点 集 , 把 
的 点 分 为 点 集 @f ,EPE 其 中 人 @PP 是 Z 点 使 了 一 ZZ 之 秩 为 者 .显然 Ci 一 
一 帝 n， Cg 三 Cun， 后 者 是 由 对 称 的 酉 方 阵 和 组 成 , 邵 Jin 的 特征 流 形 .此 外 
CPP neci 王 由 如 ”> 头 : 


及 


oa 下 十 6 拖 十 十 Gf 
我 们 命 UPl 表 西 方 障 D 的 对 称 直 乘积 ( 见 华 [3] 中 93 页 或 陆 [1] 中 627 页 )， 即 者 


D = (wep)i<sp<s， 则 TI 为 二 Cn 十 1) X 冯 nn + 1) 的 方 阵 ， 其 元 素 为 
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(ap)(Up) 一 (zah ztpu 十 ztpl zan)， (2. 生字 


Pep Ph 
xx 和 8B， 人 人 稼 ， 
此 处 指标 (wB) 是 按 下 面 的 灵 序 排列 : 
(11),(12);，.…，(12)，(22)，(23)，. (22)，…，( 姑 一 1 1) (7 下) 
命 1 表 所 有 西方 陈 5 四 所 成 之 下. 以 SP (ss 委 2) 表 其 子 硬 ,由 下 烈 的 元 素 组 成 者 : 
全 于 (22 和 
0 ITJ(" 一 ?) 
此 处 FT? 是 * x * 实 正 交 方 阵 , Ue-" 是 (” 一 *) x (一 5 西方 阵 . 
以 j0 表 商 空间 /SB 我 们 有 
定理 .2.2. 1， Ci 能 分 解 为 Yan(r) 与 叭 ”之 拓扑 乘积 。 此 处 Xiukr) 表 域 
Ton 一 三 全 o > 0， 本 轨 一 本 O) 











证 .我们 作 上 映照 
T(e 一 ”) 0 
z = 了 人 go )u， 和 
此 处 本 En(r)，U 是 西方 障 使 UA6E jo)， 我 们 要 证 明 此 映照 把 9in(r) X Wo-) 拓扑 
地 映 为 E 匈 . 
显然 由 (2.2.3) 定义 的 Z 使 T 一 Z5 之 秩 为 *, 即使 ZEGEfP; 换言之 ,映照 把 拓扑 乘积 
9in(r) X oo) 映 入 Cg 和. 
， 任 一 Z6CEi 必 存在 一 酉 方 阵 Do, 使 
证 人 7(" 一 ") 0 
z= 码 ( 各 ) me 
ID 必 属 于 10D] 对 其 子 下 6 多 ,之 某 一 左边 旁 , 序 可 书 为 
UP 一 Vi TI ， 
:此 处 UDE 串 o 一 ), 而 BE 59， 邹 为 下 之 形式 


和 (一 ”) [2] 
[2] 0 / 本 
Li 一 0 rn) 和 攻 一 本 -4.4 一 1 


故 
和 es 
z = 不 Uo 一 UUD Dai rr 一 
0 Jo 0 .Jo 


T 0 “这 芝 二 
全 惩办 罗网 Le ai ) 
0 414 0 ”了 琴 


此 处 奢 一 作 Vo46gia(r)，DDIE9Mo-2， 这 诞 明 映照 (2.2.3) 把 %i (r) X go- 映 为 
(onto) EC 名. 

最 后 证 明 映 照 (2.2.3) 是 一 一 的 . 

如 有 一 也 包 E 叫 e 一 ”) 及 一 Ji Sin(r) 使 得 


和 认 T 0 
r( oo 人 
0 ”了 琴 0 。 卫 ; 


则 有 
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> -六 济 0 T 0 
元 ( )=( )z 2 
2 6,. 刺 /D 《 ) 
此 处 
de 一") 了 (一 "7) 
L7: 一 LU 本 3 ( Cr 一 n) Do ) 
由 于 2 是 本 方 阵 , 故 有 
-44 十 Bz TI 4C+ 瑟 "=0，CC' + DD' = 了 (2. 2. 5) 
由 (2.2.4) 知 
( 4 、 克 -( ”二 本 了 ) 
GE 万 了 NmWCc DA 
此 必须 二 
4 一 近 ， 妊 一 互 77 ， 
人 3 | (2. 2. .6 ) 
CG =JIC， 万 1 = 了 ID. 
由 此 可 见 4 是 实 方 障 , 工 由 (〈《2.2.5) 第 一 式 得 
B5 一 瑟 B 
由 〔2.2.6) 第 二 式 , 
万 B' 一 了 再” 一 盏 取 形 ?B/ 
或 


地 (7T 一 三 歼 )B 一 0， 


这 是 不 可 能 的 ,除非 好 = 0, 因 之 4 为 实 正 交 方 阵 , 并 C = 0, 而 也 为 西方 阵 . 故 


4 0 
LUl 一 UD2 一 o( 8 六 
证 明 . 
此 外 容易 证 明 : 


)， 


此 示 DB 与 IUD 属于 地 10 对 其 分 恒 5 匈 , 的 同一 左 旁 系 . 故 映 照 (2.2.3) 是 一 一 的 . 定理 


定理 2. 2. 2。 Sin 的 运动 竹 的 任 一 变换 (2.1.7) 把 E8 的 点 仍 变 为 E 吕 的 点 ， 攻 且 . 


-ECEiD 对 此 故 是 可 递 的 . 

”2.3.9in 的 Poisson 积分 的 边界 性 质 
我 们 先 诈 明 下 面 两 个 引 理 : 

定理 2. 3. 1. 


设 刀 是 任意 的 正 整 数 ( 人 2) 及 0<r<1, 则 





交 一 工 . 














人 


zl 一 peosb xz 一 Dsin0 xs 一 323 


则 


问 | 上 1 本 pa 3 中 


》 YXm 一 Xzm3 


di 十 …' 十 dr 一 (cos0dp 一 psin0d0) 十 (sinbdo 十 pcos0d0) 十 福 ， dxz 一 


一 p2dp 十 do 十 忆 dx 


y=3 





y=3 
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由 于 de (Te 二 二 (ro (oa ) =1+ 二 ( 呈 二 十 码 ) 一 二， 
P P p 
可 知 
芝 -一 间 本 和 [和 d0 
| ja- Her < sn 上 11 一 >pe-2|” 
因 
机 r( ) 
2 一 灿 


| (1 一 rpe) :一 之 r(eJrd E 








(rpe)， 











| 全 1 三 | r( 中 9 | (rp). 


0 |1 一 >pe 了 
玫 ) Fr (十 匠 
双 因 


[GOraxa 


| 二 (1 一 妇 一 … :一 xX2) dx .dr 一 rs 》 
r( 忆 十 玉 ) 
2 
故 


CO 
| * 亿 We Eee r(2) 


这 旋 明 了 定理 . 
由 此 引 理 便 可 如 工 中 定理 1.4.1 一 样 证 明 ， es 
定理 2. 3. 2， 慨 p(z，'…， xn) 是 在 好 十 …' 二 双 一 工 定义 的 连续 男 数 , 则 


全 全 全 em see] 和 这 一 9(1， 0,…….),0). 


下 面 定 理 是 关于 9%u 的 Poisson 积分 之 重要 的 性 质 . 


| 定理 2 3.3， 悦 9(5) 是 在 6n 上 定 又 的 实 值 加 和 面 数 , 9 一 邮 ( Z” ” ) 大 是 














lim 


7 一 1 











CEi(0 < <2) 的 点 , 则 


lim 把 却 p(〈S)Pi(Z,， 8S)3== 


Z 一 2 





二 、 吐 1 
We | p(z :人 ( )z det CTw 一 ZiZD 2 
FCGna(r)) JErat7 0 汪 二 ， |det (TO 一 ZiSD)|r+ 


此 示 ， 后 一 积分 代表 在 CE 站 = 9in (r) X 9 上 过 和 绪 的 画 数 ， 其 对 Jinu (r) 的 坐标 2 是 
Sa(r) 域 的 调和 西数 ， 此 外 , 若 So6c Gr, 旭 
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Jim 筷 9p(CS)Pi(CZ ， S)S 一 9?(So). 
| 钙 . 取 * = ”一 1, 2Z = ( ”9 ) 的 特殊 情 驶 ,而 只 须 能 明 
0 0 
(1 一 p) 汪 
1 we 
S 4 一 
2 (CCnGz)) je 让 
| 术 1 1 0 3 
人 (Ci (xz 1)) 本 9 (( S， ) S1， 3。 1 ) 
至 于 其 余 的 证 明 ,可 大 关 IT$ 1. 4. 方法 上 完全 是 平行 的 . 
命 
SI1 82 ”””31m 
了 下 和 
了 1 了 1 )， 
其 中 
511 一 X1 十 jxz，512 一 X3c 1， “2 Xa+lczen-i。 【入 3. 2 ) 
任 与 一 组 实数 XI1》“”"”"”)》 Yaz+l 适合 
xl 十 人 十 xs+l 一 1 工 ， 
易 证 必 有 一 个 (2 一 1) X (2 一 1 对 称 方 阵 $; 使 
Si(si2， 了 地 5ln) 十 (si， 可 sis)Si 2 站 5 | (2. 3， 3) 





(sp， 5 92 (si， 屿 本 


“ 51) 十 SiS 一 7T; 


换言之 ， 使 8 是 一 对 称 西方 阵 ，Si 是 到 zz 一 1) 个 实 套数 . 我 们 以 3: 表 (2.3.3) 的 体积 



































元 素 ， 
光 1 
汪 (xi1， et Ya+1) 人 7CGEC5] 9 
3 TS1S1=7 
及 
5 2 
由 定理 2. 3. 2 及 (2. 3.4) 知 
1 人 (一 po 站 
- (Cukz7) 0 948) 11I 5 D51l 下 
(1 ) 导 人 
21 一 1 0 网 全 全 全 E P- 本 
“村 im 2 2 几 (xi， ，Xa+l) 下 名 a pf(xi 有 zx) | +l 要 
| 1 了 
2 27 2 
2 好 十 r 人 e 2 1) 
寂 2 2m 一 ! 
2Q2B 2 (1,0;.… ,0) 一 
太 ( 池 | CCGra(C2 ) 7) 
人 


人 -人 


(2. 3. 4) 
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由 于 


724 一 1 











2x 1 过 1 
F(Cn(e)) 了 (Can 一 1))” 


妈 十 工 
呈 征 吉 

这 证 明了 (2.3.1) 式 . 

2. 4. 极 值 原 理 与 边 值 问题 之 解 

定义 实 值 夯 数 DZ ) 称 为 属于 胃 r 类 ,如 果 定 在 蕊 mn 连 丢 .在 每 一 Cip(r 1， 5 ) 节 ) 
中 对 Sia(Cr) 的 坐标 是 SiraGCr) 的 调和 男 数 . 

定理 2.4.1， 如 x(Z) 是 gu 类 夯 数 , 划 xZ) 在 Er 取 最 大 值 与 最 小 值 . 

这 定理 的 证 明 如 工 中 定理 1.5.1, 这 里 不 再 重复 . 

根据 定理 2. 3. 3 及 2. 4. 1 我 们 得 

定理 2. 4. 2. 任 与 在 Eu 上 连续 的 画 数 (S), 则 存在 一 而 只 一 个 m 类 画 数 wZ) 在 
Gu 上 取 已 与 的 边界 值 4S)， 此 本 数 序 


zk(Z) 一 二 ?PCS)PICZ， S)S. 


定理 2. 4. 3. Ph(C2Z, S) 是 gun 类 夯 数 的 再 生 核 (repoducing kernel) ， 如 如 st(Z) < 习 n， 
则 


wx(Z) 一 |。 wS)PCZ，S) 
值得 注意 的 是 , 任 一 9u 类 画 数 x(Z) 在 每 一 CiD(r = 1 …………， 2) 上 ,对 Sncr) 的 坐标 


/ V 2z 二 
7() 一 2Z12 M 2 zz “二 证 


适合 一 组 仿 微 分 方程 


区 7 
Q Zay 8 )z 区 上 夺 6 ZJ) 一 0 
之 ， Caop 人 Par PpBy zayr 3py | Pa 忆 ep 于 ? (2.4.1) 


,5 关 一 1， .rr 
这 是 因为 %u(r) 的 Poisson 核 PPD(Z,，S) 不 止 适合 一 个 偏 微分 方程 ,而 且 适 合 一 相仿 微分 
方程 


也 


隐 了 
兴 ， (su 2 二 了 er 了 py ZaT 5pr) PiPos 上 2PY (Z， S) 


a.8=1 yz=14 Ozia Ozup 











一 0， 


人 天 一 1，………， 123 7 一 工 72。 
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THEORY OF HARMONIC FUNCTIONS OF THE 
CLASSICAL DOMAINS (ID 


HARMONIC FUNCTIONS IN THE HYPERBOLIC SPACE 
OF SYMMETRIC MATRICES 


工 . 儿 .HuA AND 玫 . 再 Look 
(12gtittte of Meatpeniciicr，dcedenziz Sizicc) 


ABsTRACT 


Let SCm>) be the domain 
A/ 2 Zi11 12 We Zn 


T 一 2Z>0，Z=| 加 Y2a … ze 
1m 了 2t 了 M 2 xn 
and let CE)(> ) be the points Z of the closure 和 in(2> ) such that T 一 ZZ is of rank >*。 Obviously 
E 旬 (2 ) 一 ia) andCi(>) 一 Cii(2) is the characteristic manifold of Su (2 ) (c. f. Hua 
[3])。 Each CD(>) is invariant under the group of motion of SiaCz)。 


Let IUD denote an 亲 (z 十 1) X 六 az 十 1) matrix defined by an ?2 X 2 unitary 


matrix IJ 一 (zep )i<e,p<。such that the_ elements of UDP are 


1 
Pep 己 ),. 
with P。。 一 A/ 2 and Pop 一 1 (wxw 庆 B) (c. f. Hua [3] b. 93 or Look [1] p。627). 





(ep)() 一 Gzai ztpu 十 xpBX zan) (ae 有 和 8, 人 入) 


了 6) 0 


[2] 
All the matrices UET form a group Its subset of elements( ) ，wWhbere 了 (9) 
(2 一 7) 


加 本 ， 
ja an'g Xs real orthogonal matrixz and Ue-') an (2 一 5) X (2 一 *) unitary matrix，is a 


subgroup GP of JI，Denote Ji the quotient space 1D/GP， We prove that 
There is an one-to-one real analytic transformation carrying @ 包 (> ) onto the topological 
product Si(y) 勾 gt 一 ") 


畴 (2 一 r) 
Let 9 二 吧 ( 3 


) mx be a point of Ci 多 (xx) and pk48S) a real-valued conti- | 
0 地 
nuous function defined on Crn(Cz)。 If a point Z of 9%in(2) approaches O ，then we have the 


following formula: 
录 十 1 
1 det(T) 一 ZZ) 2 、 
1 人 2 于 
站 却 59Jjeuo ?4 TieCro 二 2 


罗 
1 | ( 4 Tt 一 ) 0 ) ) det (To) 一 ZIZ) : 
F(CGn (Cr)) Ja 0 S) 














det (To) 一 Zi SU)| 于 : 遇 
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where (GErn (z)) and $ denote the total volume arid the volume _ element of El (xz) 
respectively. 

Applying this formula and the theorem above，we solye the “Dirichlet problem”of the 
partial differential equation 


和 (as 本 二 Pi 有 。 )c 5 (au PE 和 Per Per zer ipr ) PiePa_Gx(CZ) 22 作 
ap =1 =1 7= 一 1】 esio zp 


associated to 9ii(z ). 








| 
] 
| 


| 
| 
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典型 域 的 恒 和 函数 论 (ID* 
斜 对 称 方 障 双 曲 空间 的 润 和 函数 








华 罗 斋 医 次 名 


(中 国 科学 院 数学 研究 所 ) 
| 


3. 1. 斜 对 称 方 阵 双 曲 空间 的 调和 画 数 命 Z 代 表 ”Xz* 狼 对 称 方 障 


























0 12 &1lm 
Z 一 | 一 20 0 [防卫 全 
一 2 一 2 3 
| Sna(2) 代表 2 个 复 变 数 za2，zlis，。… ，zls，223，……… ，22 和 ea 空间 的 拭 
T 十 ZZ > 0. [3.1.2] 
我 们 引进 运算 子 
/ 0 O 和 
OOzl， Ozil，。 S 
O> 2 OOzxi1， OOz,。 (3。 1 3) 
二 8 
| N OOzi，。 Oz.,， 
| 及 站 间 
Am 一 tr((T 二 2ZZ)6z(T 二 2ZZ)62)， [3. 卫 斗 ] 
注意 后 一 运算 子 中 6z(T + ZZ) 只 是 形式 上 的 和 矩阵 乘积 ,前 面 的 运算 子 并 不 作用 甫 后 一 方 
阵 的 元 素 , 此 邹 
| Allil 一 信 ， (sa &)c 5 儿 GopB sr5pr ) on GupB = 3 [3. 卫 斗 】 
| 人 ,posarpB=1 ZI Y=1 和 zha Dzup 
此 处 sas 三 一 zspa 及 
= 如 w 王 局 ; rz 1 瑟 
Ga8B 1 如 ma 革 且 也 了 卫 与 ) 


定义 在 Sin 域 定义 的 有 二 航 连 篇 偏 微分 方程 的 实 值 男 数 xZ ) 称 为 Nian 城 的 钴 和 
男 数 , 如 果 弟 适合 偏 微分 方程 





Arnw 三 0。 (3. 卫 硬 ) 
定理 3. 1.1. 车 x(Z) 是 iin 域 的 调和 夯 数 , 则 经 Jiin 的 运动 天 三 的 变 接 后 。 芒 付 








*# 1959 年 3 月 6 日 收 到 . 
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是 Siin 域 的 调和 男 数 . 
证 : 已 知 (华罗庚 凸 )* 9iin 域 的 运动 一 T 的 变换 为 
一 一 -万 可 区 
杞 本 用人 其 机 且 和 Go 
4 瑟 = 一 忆 4, 44 一 忆 B 一 了 工 
如 是 有 
l 一 (一 有 7 +4) 一 4Z( 一 有 2 二 4) 二 
命 (一 BZ 中 4): 的 元 素 为 Zap(a， 有 1， 录 ) ， 上 式 邹 
da8dJTos 一 BiaGie den Dup。 
X，K=1 
由 于 zi。 人 故 
ggop Eee 
OOz)v 
两 边 乘 以 Gep 得 
Gin me 一 Gap(CZia Brnp 一 puaBip)， 
OOziv， 
故 有 
9 2 和 Oop ae 
ex 之 (区 -) 人 Ox)v 
号 2 说 和 
一 之 Gap DiaDup 5 之 GaB DuaBD)B 7 辫 ， (ou 二 一) Ps8， 
此 序 汪 ef 2 本 
ez 一 (一 5Z 二 4) 于 6 (一 BZ 二 4) 一 
另 一 方面 
T 十 配 厂 =( 一 5Z +4) 一 (T 十 ZZ)( 一 BZ 十 4 一， 
故 得 
tr [(T 十 2Z)6z(T 十 ZZ) 5z] =tr[(T 十 歼 友 )6w(T 十 夸 丈 ) 5v]. 
”这 证 明定 理 3. 1. 1. 
已 知 9%ion 域 的 Poisson 核 为 (华罗庚 四 ,华罗庚 与 陆 启 外 媚 )， 
省 1 det(T 十 ZZ)a 
Pir 乙 ， 有 所 一 、 了。 
人 F(CGCnr(z)) |det(CT 十 Z 开 )|2 5 
中 处 
7 一 工 
;二 | ， 如 ”为 偶数 ， (3.1.9) 
zj/ 2， 如 7? 为 奇数 . 
人 :人 (去 ) 
2 地 ma(z 一 1) 2 
| 
二 
111 ( 这 中) ) r() (3 0) 
7 | (Sa 和 ae- 中 27/, 当 ”为 奇 . 
Ke ,= TCD) 


* 这 里 所 引用 的 文献 见 工 中 的 参考 康 献 . 双 这 里 分 别 以 TI, 工 卖 前 两 篇 文章 “ 曲 型 域 上 的 调和 男 数 葵 ” 工 与 工 。 

















| 砚 

玉 一 UP (3.1.11) 

其 中 心 为 西方 阵 ， 

要 人 

Fe) 一 呈 (3. 1. 12) 
本 1， )+ 二 ( ， ) 证。, 当 = 为 奇 


定理 3. 1. 2. 码 运动 重 T 王 的 变换 (3.1.7), 9irn 的 Poisson 核 的 变化 为 
Pra(CZ, 天) 一 Prma(,J)|det(B 开 十 4)| 一 ， 
此 处 
J 一 (4 玉 十 也) 一 瑟 R 十 隆 . (3. 1. 13) 

此 定理 之 证 明 如 工 中 定理 2. 1. 2. 

定理 3. 1. 3 Sina 的 Poisson 核 Prn(Z, 天 ) 对 变数 Z 是 Sim 域 的 翌 和 和男 数 . 

证 : 根据 定理 3. 1. 1 与 3. 1. 2 知 我 们 只 须 证 明 

[Ar Per(CZ，, 天 )]z= 三 0. 

上 式 左边 邹 








iaipu (zsK)] 
| 生 站 0z @z)。 2Q=0 
1 本 2 人? 要 ] 
| 一 a 一 -一 一 det(T 十 ZZ)sdet(T 人 PP 一 
| 到 5 | 之 ,9 56 deC+2Z2) deCT+ZE) deCT+Zzx) | 





: Ga 


和 
7Ccny | 所， 去 每 24 傍 |zpr| 十 已 +z 三 人 


B<7 轨 <Y 


X 和 十 2e 之 ， 5py KRpy 十 一 


B<Ty 











一 | 3 (一 2c)gjie 十 4 3 Ri)a 再 一 





一 人 ,a=1 人 a=1 
一 KE [一 2za2(2z 一 1) 十 4c2ztr( 民 天]. (3. 1. 14) 
由 (3.1.11) 与 (3.1.12) 知 
tr 〔( 玉 天") 一 | 好 》 当 ”为 偶 ， 
ER 1:, 当 了 2 为 麻 . 


由 《〈3.1.9) 知 ,无 葵 ”为 奇 为 偶 时 (3.1.14) 蕴 等 于 雳 ， 定 理 训 明 
3. 2. 斜 对称 方 阵 双 曲 空间 的 边界 之 几何 性 质 “ 命 苑 。 表 Sn 的 闭 包 ， c 生 (一 


和 ,| 二 |) 表 苑 aa 中 的 点 使 得 方 障 T 十 Z 亏 之 秩 为 一 2r 者 所 成 的 点 集 ”显然 


GE 人 2]) Gin， C 记 一 了 if。 此 外 
EC 和 褒 20) mn EC 人 2. 一 中 ， 当 ~ 夫 : 
工 且 yin 的 边界 于 in 为 
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Sm 一 C 刘 十 C 洛 2 十， 二 GE 二 了 1)， 
我 们 把 指标 (waB) (1 和 ca< 有 8 委 2) EN 
(12)，(13) 和 7 ，(12)，(23)，(24)， (22)， (2 一 2) 


对 任 一 ”X ?2 方 陈 4 三 (cap)， 我 们 定义 一 的 1 行列 的 方 阵 42 (华罗庚 辐 第 98 页 ， 


陆 启 外 凹 第 625 页 ) , 称 为 4 的 铬 对称 直 乘积 者 ,其 第 (waB) 行 (lo) 烈 的 元 素 为 
dep)(ia) 一 lai CpBp 一 Ca CPB)， (a<B, 人 二 产 ). 


命 2 表 所 有 方 阵 U 包 所 成 之 硬 , 此 处 也 是 z X ?西方 际 . 命 eg(， 一 -| 于 |) 
表 12 之 分 者 ,其 元 素 是 由 方 阵 


ITCr) 0 {2》 
( 0 IT(z 一 27) ) 


硼 成 ,此 处 T” ”是 任意 的 (2 一 2r) 行列 西方 障 , UV 是 27 行列 西方 阵 适 合 下 面 关 系 者 : 
UFC)IIT 一 PFC) (3. 2.1) 
命 趾 ”) 代表 商 空间 /6， 我们 有 


定理 3.2.1， Go (= 1 .| 二 |) 能 麦 为 %in (” 一 2r) 与 gjen 的 拓扑 乘积 . 


证 : 作 变 换 
扩 
Ni 0 了 (42 一 2r) ) 


其 中 了 奢 E9io (2 一 27)， LU 《9Jie")， 可 以 如 工 中 定理 2. 2. 1 一 样 证 明 , 变换 (3. 2. 1) 把 
污 i (z 人 27) X 趾 2r) 映 为 Ci8 2). 现 证 此 映照 是 一 一 的 
如 有 Sn (2 一 27) X Me) 的 两 点 映 为 Ei 生 2) 的 同一 点 , 序 有 


古 (2r) Fn 0 
IC 到 和 = 
0 ”了 瑟 ， 
xx) 吾 
命 =Don=( 2 )， 得 
有 了 
人 二 ea 
0 ”了 村 本 
由 于 T“ 屎 E 3 , 汐 须 
4 4 十 CC 一 Ten) ,4 万 十 C 万 =0,B 二 D 万 =T 《3. 2. 37) 
双 由 (3.2.2 ) 知 
4 了 一 R4 CC = RCRBP 一 了 1 万 ,JW 一 证 帮 。 (3。2. 4) 
故 


Tan 一 BF(T'4 二 GC) 及 二 FT 十 BECR = 4B .BE 二 C' 取 天 5= 
一 44+CC 一 CCGT 一 琴瑟 )E = To0 一 CCT 一 瑟瑟 ). 
此 示 
C“ (7T 一 了 夺 歼 )C = 0. 


由 于 了 一 厂 歼 " > 0, 故 必须 














一 





一 -一 一 creame cm CE 
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因此 好 =0, 44 =T, DD = 了 工 
但 由 (3.2.4) 第 一 式 知 , 4 还 须 适 合 
4F4 一 F4d 4 一 卫 
故 72 必 属 于 6 多 。 这 证明 定理 . 


定理 3. 2.2，G 人 2 (> 一 1， | 二 |) 在 运动 合 Tia 的 变换 下 不 变 ,并 且 对 于 此 草 是 


可 递 的 ， 
3. 3. 9imm 域 的 Poisson 积分 的 边界 性 质 


定理 3.3.1， 表 p(K) 是 在 Ciu 上 定义 的 实 值 连续 男 数 , 则 当 06 cg 人 o <"<| 二 |) 
时 ， 


linm |。w ( 玉 )Prnr(Z， 及) 天 


Z:-0 


是 GC 技 2) 于 一 全 兴 rmr (2 一 27) 炙 qz) 的 连 敌 本 数 ， 此 男 数 对 Sinr(2 一 27) 的 坐标 是 Siin(2 一 27) 
域 的 调和 和 调 数 ， 此 外 ,如 Ko6E Crnr， 


lim | 9p (天 ) Pi 玉 ) 天 一 中 (Ko 
Q 一 0 III 


证 : 我 们 只 要 诈 明 


areomeos 








Fern 0 det(T 十 ZoZo) 汪 KK (3 3 1 
me 人 让 提 诈 - 了 必 人 中 ) det (7T 十 Zu 并 )ze 


我 们 只 须 证 * = 1 的 情形 ,而 不 妨 合 2Z 沿 一 特殊 的 途径 趋 于 CE 千 2 的 一 特殊 的 点 (参半 工 
$ 1. 4)， 故 可 取 


二 
一 AN ) 9 
Z ER 2 1 中 2 

















而 仅 要 证明 
i (1 一 pz)2a ， 
1i 二 
e=17CGn(a)) jerao 上 一 训 (3.3. 2) 
1 Fo 0 ， 。3。 
CCGiaGo 一 2)) 和 人 (人 0 太 ， )) 天 1， 
此 处 
0 An Rain 
本 5 一 人 ) (3. 3. 3) 
一 An 一 和 2n 0 1 
我 们 先 考 1 
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太 瑟 一 1， 工 二 0， 太 天 十 ZL == 2 (3 3 4) 


反之 ,我 们 要 证 明 , 任 与 一 * 一 1 工 蕉 复 向 量 & 适合 R 三 1 者 , 必 有 一 斜 对 称 方 阵 工 . 


使 (3.3.4) 成 立 ， 这 是 因为 任 一 不 必 有 一 酉 方 阵 UVe 使 六 三 (1 0，……，0) Ue 0， 取 


区 
Z 一 TU 一 bD/ ( ) ee 















































站 0 Je 一 2) 
便 可 符合 我 们 的 要 求 , 其 中 Fe) 是 任意 之 斜 对 称 酉 方 阵 , 
合 
Al “ 直 1X29 Ra3 中 1X49 人 Ann 一 YY2x" 一 3 中 zX2n 一 2 (3, 3。 5) 
其 中 %1》“"““"“”》 YY2zp 一 2 为 实 参 数 适 合 好 本 X2。2 一 工 者 . 
我 们 可 书 
玫 一 8” (人 mm 1) 好 
若 命 
s( 志 一 1) 
二 2 0 尺 
山 (xi， 本 xXax 一 2) 7CGEmC) 司 芭 WE 吧 (( ~ 7 )， (3. 3. 6) 
工 应 用 I 中 定理 2.3.1 及 2.3.2, 则 (3. 3。.2) 之 左边 为 
(1 一 p0) 擂 ! ce 卫 
了 im (2 人 二 一 入 外 Fee 二 了 少 (1，0， ， 0) 

-有 7 2 1 0 1 0...0 
2 | 亲本 2 二 这 二 于 
TD7CGRGO jworrorr(iioo) 人 9 呈 

: 
”加 际 壹 0 > 文 wm 0 0 一 
因为 .7T' 一 ( 。 yes ), 必须 有 大 = ( 。 太 洲 本 是 ”一 2 阶 笠 对 称 西方 障 , 又 因 
二 全 5 se 5 
FCe 一 1)FCEm(zm)) 0 ( 尼 -1 吃 2 [(2) 
7 人 妆 训 证 CA: 
和 多 一 故 7 一 工 久 
Fr 本 办 .-:T(2) 
二 T(2 一 2) 2 本 0 KR 











站 1 | 这 里 应 用 了 公式 TCD Tr(z + 二 ) = 、 外 和 aa 


故 〈《3.3.7) 的 末 式 等 于 














5 





-一 -一 一 一 -一 一 一 一 -- 
ae 
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这 人 
(CCrnn( 一 2)) je ? | 和 天 1。 
O 天 1 


这 衣 明 了 (3.3.2) 式 当 ” 是 偶数 时 为 趴 

现 考虑 了 2 为 奇数 的 情况 . 显然 的 in(Cz) 可 慌 入 于 和 mn 1) 中 而 作为 其 子 空 闻 , 且 
Crr (>*) 是 包含 于 Garr (> 中 1) 中 因为 如 天 1K Ganr (zz 不 3 天 1 可 韦 为 (华罗庚 与 陆 启 
外 品 ) 


Lp 7TP( 
一 ( ) 开 一 DTFOD, 一 (0 05e ). 


任 与 一 在 Crm (2) 上 连 夭 的 画 数 和 ( 开 )， 可 如 下 的 定 义 一 在 Cr (nm 沾 1) 上 连 和 线 的 男 数 


pw( 开 1): 
9p”"(K1) 一 P(K). 
由 《3.1.10) 知 了 (Con(z)) 一 二 CCGrn(Ga 十 3 故 有 


1 det(T 十 ZFZ)o2 ， 
CGIn(C2) ) 也 天 9( 天 ) [detCT 十 Z 去 )|， 玉 一 


] 出 | K UNAN_detCT 十 ZZ)” 
277CGm Cj Jeam ( 一 07 -0 ) |det (了 十 ZK) 


sr is(ees((ES ， 
(Gin(2 十 1) ) jc) (Cear C 下 了 


由 于 ”十 工 是 偶数 , 故 可 利用 已 证 明 的 结果 证 明 (3.3.2) 式 当 >” 为 奇数 时 亦 成 立 . 
3. 4. 边 值 问题 
定义 在 种 na(2) 定义 的 实 值 连 先 夯 数 8&(ZD ) 称 为 属于 im 类 ,如 在 每 一 GC 和 人 这 2(m) 


了 2 


人 Soas(2 一 27r) X ae 人， 0, 1 | 二 | we ) 中 ，x# 对 Sinr(n 一 27) 的 坐标 是 
SnCz 人 27) 的 调和 夯 数 . 
根据 以 上 的 和 辐 果 ,我 们 解决 如 下 的 边 值 问 题 : 


定理 3. 4. 1. 欠 与 在 Cu 上 连 线 的 实 值 夯 数 P( 玉 )， 则 存在 唯一 的 一 个 gm 类 男 数 

xi(Z) 在 Err 上 取 已 与 的 边界 值 P( 玉 )， 画 数 序 
zx(Z ) 一 人。 CR) Pin (Z， 玉 ) 天 . 《3.4. 1) 

甸 : 由 定理 3. 3. 1 知 , 由 (3. 4. 1) 所 定义 的 本 数 x(Z) 是 gm 类 画 数 . 此 解 之 唯一 性 
可 由 下 面 之 极 值 原理 得 之 : 

定理 3.4.2， 如 x(Z) 是 9ia 类 夯 数 , 则 必 在 Err 上 取 最 大 值 与 最 小 值 . 

后 一 定理 之 证 明 方 法 如 工 中 定理 1. 5. 1, 这 里 不 再 赦 述 . 

双 由 定理 3. 4. 1 之 唯一 性 可 得 


























定理 3. 4. 3. Siin 域 的 Poisson 核 Pia(Z , 开 ) 是 9 类 男 数 的 再 生 核 , 序 任 一 x(Z)6Egim 


必 有 


wx(Z) = |。 (KE) Pu (ZK) 民 (3.4.27) 





- we 
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THEORY OF HARMONIC FUNCTITIONS OF THE 
CLASSICAL DOMAINS (JIUI) 


HARMONIC FUNCTIONS IN THE HYPERBOLIC SPACE OF 
SKEW SYMMETRIC MATRICES 


L. KK. Hua Avp K. HLoox 
(12siittpte of MeatjexpCiicry，4cadexaig Sipica) 


人 ABsTRACT 


Before to _ establish the boundary value problem of the partial differential equation of 


second order 
了 


《1) > (ar 一 习 lz ze Gop 一 gay ze ) Gilagnp Guw4Z) =- 0 


av,8,X， 严 =1! Ozilae O5znp 
ne 一 1for 人 尖 庆 and qi 一 0)， 


which is of elliptic type in the domain qi (z): T 十 ZZ >>0,Z 一 (zcp)，xop 一 一 2po) 


xy 8 一 1，.……， 12，and is degenerated on the boundary 秆 in(z) of Siir(z)，we first consider 
the geometrical structure of the boundary 双 im、Let GC 和 2) (2) be the points Z of 和 on (站 ) 


(the _ closure of 9iin) such that T 十 ZZ is of rank yx -2r(r 一 0,1，.……'， | 二 |) Then 


(一 


gm(z) 一 E 如 -5(z) 十 .… 十 EG 一 [])(w)， 


where 6 上])(s) = 6 和 证 warcscs 证 Co ee 


LookD)*。The points of Cra(2) are of the type 天王 UPFom IIUrunning over all unitary 
matrices of order 2 and Fe 一 二 十 …… 十 办 Fr+D 一 Fn 十 0. 


For a_ matrix ULJ 一 (wxop) of order 2，we define a matrixz DUO of order 二 (2 一 1) 


such the _ element of UP at the (axB) row and the (AMPz) colume is given by 
tx(apB)Uz) 一 zalttpu 一 tanttp (wx < B, 人 < 六) 
(c. f.、HuaBl，p。93 and Lookt，p。625). 
When U runs over all unitary matrices， the matrices U form a_ group J 亿 ， which 


has a subgroup 后 和 generating by the elenients 


TCn) 0 { 分 
0 IJ 一 27) ) 


where FCn are unitary matrices of order 27r satisfying the relation FT Fen 一 Pen) and 


U(o 一 ”) are arbitrary unitary matrices of order xz 一 27。，G@ 名 2) (2) can be mapped by an 





#The reference appended in Part TI of this paper [4cte Me 妃 . Sizpice，8 (1958)，531 一 547] . 


鳃 
让 
h 
] 





本 





RPR 和 





人 


了 5 二 和 
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one-to-one real analytic transformation onto the topological product ina (2 一 27) X SN， 


where ger) denotes the quotient space MG /名 2 
When xz is even，for a real-valued function 9p( 民 ) continuous on Crm(z )，we have, as 


in the two previous parts of this paper， 


1 
二 1 | 9pP(K)det(T 十 ZZ) : 这 二 
Z-00C0Cn) 2) wo (CCnn(o)) JS |det(CT 十 Z 天 )|”: 


0 
了 1 了 det(To-2) 十 Zi2) : 
本 GTT(z 一 2r) ?\D。 Z (xz 一 2r) 去 一 ] 一 2 天 1 
CCG(z 地 3) III 0 天 1 | det (mA 十 ZK1) 人 
where F(GEin) and 玉 are the total volume and the volume element of Gilir respectively. 
When 2 is odd，the closure of 9ila(z) can be imbedded into the closure of ionr (2 十 1) 
such that Cha(z ) appears as a submanifold of Cr(2 十 T)，Then we can apply the results 














for even 2 and obtain the corresponding formulae for odd 2。 

After the above consideration，it is clear how to suggest and then solve the boundary 
value problem of the equation (1) in Jin (2 )。 Denote gt the class of real-valued functions 
auCZ )，each of which in 巴 in(2) is continuous and on GEf2) (2) 福 Siina(2 一 27) X 9 


is harmonic with respect to the _ coordinates of 9ina(2 一 27)，i。e.，zx(Z ) satisfies the dif- 
ferential equation (1 ) corresponding to 9irn(Cz 一 27) (。 一 0, 1 …'， [二 | 一 1)， Then， 


for any real-valued function 9( 玉 ) continuous on G@rmr(2)，there is a unique function x(Z) 

of gj which takes the given boundary values 9P(R) on Crn(z )。Moreover，this function 
can be represented explicitly by the “Poisson integral ”of PP( 开 ): 

1 | det (T 十 ZZ)* 

人 天 

CCrnn(z)) Ja |det(T 十 Z 天 )12 3 


for even wz and a 一 了 for odd 2，and F(Grr(2)) is the total volume 





zx(Z ) 一 








2 
where ea 一 


of Cr(2). 
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堆 垒 素数 论 的 一 些 新 往 采 * 


艇 承 消 
( 北 京 大 学 ) 


开 . M. BaaorpanoB 在 1937 年 证 明了 所 有 充分 大 的 奇数 六 些 可 表 成 三 素数 之 和 ，, 邹 
圳 
N 三 办 十 因 十 力 ， 
其 中 4 = 1, 2, 3) 为 奇 素数 ， 而 本 广 的 目的 在 于 限制 关 (4 = 1, 2, 3) 的 变化 范围 . 证 
明了 下 面 三 个 定理 : 
定理 1. 屋 N 为 充分 大 的 奇数 , 则 必 有 六 人 王 1,， 2，3) 满足 


5 十 12c 


一 二 + OC(Netlz “)， (人才 二 1,2，3) 
使 
N 一 办 士 轨 十 略 ， 
其 中 < 为 5( 二 二 zw) ，(0 < w< 1) 的 阶 ，。 为 任意 小 之 正 数 .定理 工 显 见 优 于 
Haselgrovet 的 结果 ,他 只 证 明了 
包 一 村 N 十 OoCNar )， 


“而 我 们 知道 可 取 

15 
92 
定理 2. 让 V 为 充分 大 的 奇数 则 必 有 轧 ， 加 ， 妨 为 素数 且 往 足 包 委 N， 刀 委 N， 


2c 
em 人 
加 和 N ， 使 


十 es， (se>>0). 


CE 


N 一 轴 十 轨 十 力 。 
由 定理 2 立即 可 得 下 面 的 推 葵 : 


e 2c 
推论 : 若 N 充 分 大 , 则 在 与 W 十 Ni “之 间 必 有 Goldfach 数 ?2 
定理 3. 疏 N 为 充分 大 的 奇数 , 则 必 有 素数 广 ， 因 , 户 满 足 轴 委 N 针 加 < 委 .NE+， 
N 一 N 和 + < 加 入 N. 使 
N 一 页 十 妨 十 轧 ， 





* 1959 年 3 月 19 日 收 到 . 

D 6 办 二 袜 巧 和 0 ，0> 1。 以 下 “的 定义 些 同 ， 
有 二 ] 

2) 能 表 成 两 素数 之 和 者 称 Goldfach 数 。 





ER 一 一 ss 
Re 2 让 > 林 宙 2 和 SEE < 全 二 全 二 二 二 二 一 er 
FS 让 59 记忆， 大 和 一 一 


一 一 一 一 
二 




















5 2 了 


主人 一 一 一 
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[定理 1 的 许 明 


3 一 人 





机 2 co … 表 正 数 , 8 表 任意 小 的 正 数 , 1 一 二 一 卫 ， 口 一 Ni? 、 合 
< 了 
OCNV， D) 人 log 如 log 妨 log 户 ， (1 ) 
N=P+ps+ps 
了 <pi 二 D 
JCN; DD = | .CN U, 6)ceva9， (2) 
其 中 
w(N, U,6) = 袜 4(n)crrine， (3) 
<e<S+DU 
由 于 
w(V,U,6)= 和 logperiee 十 O(UN-i+e)， 
和-U<p<S+U 
故 得 
0OCN, U) = J(CN， ID) + OCU2N 到 t+). (4) 
因此 主要 是 研究 (2) 式 的 积分 , 现 取 
3 一 2 一 (1 一 人 )5 
区 
则 在 (0,1) 内 任 一 实数 毕 可 表 成 


98 王 生 +a， (ec, g) 王 1 工 ， at 训 土 ， dg 妇 T. 
9 GT 


现 将 (0, 1) 区 间 分 成 W 与 Ji, 凡是 对 应 4 入 logs N 的 6 构成 现 , 余下 的 构成 Qi。9li 
称 作 基 本 区 间 ,， 9 称 作 余 区 间 。 将 gj 再 用 下 法 分 成 i: 与 9 。 凡 对 应 log N < 4 反 
< esglog 的 9 构成 8, 在 9 中 除去 9 即 构成 Qi ，、 这 样 在 Qi 上 的 (3) 式 的 估计 就 分 
成 两 部 分 ,我们 是 用 分 析 方 法 来 处 理 9iz, 用 .Baaorpamoa 方法 来 处 理 9 . 

$ 1 在 本 节 中 我 们 先 研 究 在 9i 上 的 积分 、 显 有 


人 .mv De)e eae=(|，+ 1。 )mCv, ecoeae， 
1 束 3 


1 


N 一 2 和 N GE 多 
| 3(CN， U， 日 )e2rNe dB 一 e 3 | 3(CN， 7， 日)c 一 ie du. 
骏 1 上 


15 
| ,二 1 
q<ilog Na,G) 


所 以 现在 主要 的 问题 是 要 求 (CNW, U, 9) 在 Ji 上 的 高 近 公 式 , 我 们 要 用 到 下 面 的 几 个 引 
理 . 
引 理 1.16]， 合 Wxyqg,D) = > ， 4), 则 当 g 入 ezris = 时 有 


好 < 妇 革 
WEI(mnod 9) 


Re X(7) x S- 基 x 地 log x 
， 9，1) 一 下 人 一 二 。 
产生 证 放 一 天 Ga 9(9) ) 

















全 
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其 中 S。 = 二 区 0 二 蕊 ,这 里 p 一 有 十 红 为 Ze, X) 在 0 宝 B< 1 内 的 雳 点 区 为 例 


IFl<7 


外 特征 , 记 为 Z(s, 和 的 例外 零点 吕 , 了 为 大 于 3 的 正 数 ， 
引 j 理 1.2.. 车 < 妇 elog log >， 了 一 0 ， 则 庙 


Y 关 yp-1 OUeraiot 


X IFrl<7 


”其 中 ”为 除去 例外 雳 点 . 


证 . 和 > xp 一 ( 一 十 | 一 ezc) 一 


X |Irl<7T X IFrl<7 


二 一 > 本 内 + |， (宇和 十 1) xc 一 logx da 扫 
关 之 ， IFrl<T 
< xzN(z, 7 十 下 NCa, TDxe-llogx la. (5) 


这 里 N(c, T) 为 所 有 属于 模 4 的 - 画 数 在 B > c，|r| < 7 内 的 雪 点 的 个 数 ， 且 有 
N(c, T) 和 {q+T4(T 十 9g)2] logsg709. 但 我 们 知道 所 有 的 工 (*, X) 除去 凤 外 苦 有 


ba <1i 一 ， 故 由 (5) 式 得 
log 千 (|r| 十 3) 十 logy 


x| 一 一 OCTlog9q7) 十 Oft(CqT (CT 十 9g) xm1)”。 


X IFrl<7 





is 


一 5 log 间 xz 


一 5 ioztz) 下 Dra ic 


一 O(Cec ) 十 O(Ce 


这 里 用 到 了 2 = ,， 引 理 证 上 毕 . 
引 ] 理 1.3. (Siegel). 设 s 为 任意 小 之 正 数 , 则 有 


启 4 Cike) 
9 


引 理 1.4。 下 式 成 立 
eaxtNa 0 -culog 二 N 


w(V:D, 9) = 2 一 sins20a 十 Ofmin(|al-e mw ae 





3 ACn eznawe 要 3 Ai ,5 二 十 o) 演 


和 N 有 N 


2x7 双 1 ， 
= 衬 。e 了 习 Mo)cum++0O0oea. 《6) 
(9g)=1 3 一 U<n<3S+DU 3 
NEI(modqa) 


-一 一 
表 


) 2xia(3+D) 


六。 4(o)eznma 一 乡 人 二 证 


3D<a<S+U 


人 
2xia(3 一 0) ( 


-4( 立 一 避 7， 9)-。 mm w_，Wx， 1， 9) 4(Cc wx)。 
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利用 引 理 1.1 得 


了 十 和 CD) ( 子 + 中 Si 7 了 
从 .4h4(w)epuion 一 一 一 一 : +o 人 (iogN) X 








No<a<w+o 9?(qg) 9) 9?(9) 





aa U (G 中) S 
交 3 2 X(1) 3 Re 惑 Ni 
9P(C9) 9?p(2) 有 9p(9) o 人 > or 





N+DU 


2xza(S 一 0) -| 人 X(D 2 是 | 了 


于 
9?(qg) 949g) 记 9(9) 











上 /用 N-+U 
十 T 人 CE2nzat [81 十 X(7) | 2 一 1 C2nzat dt 十 
9?(9) 3 一 0 9?P(C9) 


入 


9 NIU|aullogz N 且 : 
二 | popeine is 十 of ) 斑 站 了 


Ifrl<T “3 一 U 





十 >,X(D 


1 


由 引 理 1.3 得 让 一 1> 一 
log 告 N 


, 当 g 委 logN 时 ,将 (7) 化 简 得 (利用 引 理 1.2) 





+U 了 
实 heme 一 一 一 人 cnim ii 十 oa lw) 二 
ee 一 


， 3-0<m< 人 + ?49) 
+ o minClal- AR 9 +o 人 (xioew) (8) 


故 由 (6),(8) 得 
0 2ram9 -一 ns NIU|awllogz 
王 ” Ma)zm= 获 人， 2 x+of | ) + 


N 
3 一 U<m<3T+D 9?(9) 本 








一 C6 log 坦 N = CS log 埋 N 


十 O 人 logz N) 十 O{min(|ax| 一 。 ,， Ue )}. 1 二 失 


由 于 |ux| 入 人 及 T, U, r 的 选取 得 


此 (za) 3+0 5 -loc 委 N -eolog 二 N 
和 ha)aare = 必 2 1 ezxicx li 十 Ofmin(|al-ie ”IJe )}。 





3 一 U<w<S+U 9(9)] 3 
(10) 
由 (10) 式 得 
gs3(CN,U,6) 一 : 2 “一 sin32Ua 二 O{fmin(|ex| 一 ee cocgw rmeroetoetw)) 
引 理 得 证 . 


5 由 引 理 1.4 得 














镶 
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她 一 2x7 4N PR 
意 。 > CE 4 | 达 3 (w， 和 a) er2xiaN dux 一 
4a<logN (6,g)=1 lal< 二 9 


一 2r7&N *。， 3 
一 >， PC9 1 y， 队 4 | Sin 20Ua yw 
da<logN 9 《9) (eg)=1 lal< 革 xc3003 


。 中 O (| U73 Zr log 间 N daj) 二 oO (4 |al= 一 os da) ae 
lal< 攻 











请 <lal<d 
一 cs 十 0OCU2log4N). 站 攻 二 和 
间 3 闪 3 
(ix 是 由 于 (D) | 将 20“j=40 sean= 

lal< 二 ”人 lal<2 CQ 
Oo 2 

一 4o21 ee oo eda) 一 
-1 本 lal> 和 5 


一 co 772 十 O(D7 ec 一 olog 半 N) 
一 2x1Q&N 


(0 汪 = 党 十 OClogN)) 


<iomsN9P (9) (eg)=1 
$ 2. 本 节 要 研究 在 9 上 的 估计 
引 j 理 2.1。 若 日 《 Ji, 则 有 CNV， 7， 9) 二 OCT log 一 六 ). 
证。 由 (7) 式 及 引 理 1.2 得 让 


可 N 
> Ka eeies mm -一 一 | etatlt 十 O (2 < ioerN) 十 
y-。 7 


S-w<a<N+U 9?(49) 
NE 必 4) : 
区 CD 3+0 让 了 
si OU (12) 
3 
由 (12) 及 (6) 得 
和 +DU 
和 人 (zz ) ezrzn8 人 Ag ) | e2rziat Hz 十 o( 普 四 we 
社 -U<z<N+D 9P(9) 3-v 尝 
汇 -一 ， X(D) 人 ji- er 十 DOCU c-eualore 二 N) 
PC9) (1g)=1 N_r 昌 (13) 


和 


日] 局 ， T)， 工 的 选取 及 9 2 log” NV:, 故 由 (13) 得 当 EC9i 时 有 


之 4(2) ea 一 OCTUlog 一 入 D)D 





写 -U<n<SN+D 
引 理 证 上 毕 
* 因 AD 六 5 = cu > 0( 对 任意 奇数 N)。 
4=1 95(C9) (ssqg)=1 


1) 这 里 我 们 用 到 了 袜 %0D co 3 = 0(q 和 te)， 


(1,9g)=1 
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| 
| 引 理 2.2. 合 na 人 加 
| SCN,U 686)= 六 cmier， 

| -Kb< 久 +D 

| 

且 V 宫 攻 

w(CV, U, 9) = log( 立 + 5 ) sCN; U, 6)] + o(DlosN)， 
在. 合 
SCx，6) 一 >，czni6p. 
下 ， 委 二 共 
| ，“ 则 显 有 


六 log peznzze 一 人们 + U， 6)jig( 立 十 5) 一 sf( 立 一 D， 6)jug (之 -- 7) 一 


-DO<2<S+U 


N+D 
人 2 2o 一 人 ( 立 十 U， 8)ig( 立 + 5) 一 5 人 和 名 8)jiog( 立 + 5) 十 


及 
好 一 了 


二 3 ( 一 U， e)(iog( 立 + 5)- log ( 立 一 5)) 放 SC 9) 


和 N 
3 一 了 间 





一 一 T7 


= SCV， 900 人 + (一品 ea 人 2 到 
3 3 V 
3 


(St 
| 一 小 2 6as 一 SCOV， 0;e)lg( 立 +D) 十 O (CUlog 一 NI)D1 8 (14)7 


Yo 
另 一 方面 四 
忆 4(o)emoe 一 全 logpeznipe 十 .DO(UN-Hte)， (15) 
Y-D<n<N+DU -DO<p<S+D 。 
故 由 (14),(15) 得 
. 呈 。 4(z) emre 一 SCV,U,8)log (+ Dj + oO(Ulos:N)， (16) 


YX-D<n<N+DU 





引 理 得 证 . 
引 理 2.3， (于 M. BaorpamoB)t 说 为 任意 正 数 ， 


4 < 二 ， > 一 ljog 和，， 8 一 本 二 mw Ia < 一 0<4 和 N，(c,9) 一 1， 
工 合 
S 一 之 eriet，1 一 1 十 71， 


| 有 N 一 4<zP<N 


则 有 
二 24 
o 3 
so 4 下 + 划 








4 1 9 G 
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引 理 2.4。 落 669 则 有 @(N, U, 8) = O(Ulog 一 N). 
许 。 由 引 理 2.3 得 
ET] rr 
9 之 corey 一 poor 人 N 3 .Im 十 过 十 中 
&-D<p<N+DU 忆 
现 取 4 王 1 《充分 小 ), 则 由 U, r 的 选取 及 > elogloe 得 
和 ezrief 一 O(U log 一 N). (17》 
汪 -U<?<S+D 
由 引 理 2.2 及 (17) 邹 得 g(N, U, 6) = O(Ulog 一 N), 当 869 
由 引 理 2.1 及 2.3 得 gg(N, U, 8) = 0O(Ulog:N) 当 89 (18) 
$ 3. 定理 1 的 凸 明 ,me(N,U,6)cav 49= (4 十 | ) me(CN;,0;6)cneva9. 
0 ， 六 
由 (11) 及 (18) 得 


1 
人 gas(NV,U,6)c-zriew de = cr 十 O(Uzlog-:N) 十 





况 1 


+o(lwCNV,U,6)1 人 ， ICN,0,6)1239) 一 Ci 太 十 OCT log 一 N)， 
由 (4) 式 定理 得 证 . 


I. 定理 2 的 证 明 


本 定理 证 明 的 方法 是 在 处 理 基本 区 间 时 用 了 JJaaaag 的 分 析 方 法 及 上 定理 所 用 的 关 
于 零点 分 布 的 定理 


介 

SC(V;:9) 一 3 cc- crin8e 人 (zz)， (1) 

引 二 1 
T(z;@) > 本 人 (> )， 《2) 

引 包 9 s 
一 2 + 
. 其 中 6 为 实数 , "= 王 N !+ .再 合 
2OGNo) = 之 ogp 之 log 加 log 力 ， 和 起 革 阁 - 
2b<o N 一 请 一 pi+pe 
JCV,o) = |,r(o,6)s(CN,B)enne az9; (4) 
同样 对 每 一 66 (0;,1) 必 衣 写 成 
8 王 -二 十 au， (eg) 王 工 加 只 -全 旨 d < 魏 .T， 一 ylog 一 N， 
9 GT 


对 应 4 和 e ”的 8 构成 下, 余下 的 构成 %, 故 JCN,o) 可 写成 
JCN;oz) JoCV，z) 十 JiCVoz) ? 
这 里 
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JiKNo) = | rw;6)sSCN,6)2rrve 9， 
2 


7JCN oO) = 人 T(o,6]SCN .6)]ezive dB 








| ”$1. 现在 先 来 研究 9 上 的 积分 ， 为 简单 起 合 S(N,@) =- S(8), 显 有 
1。 ro,e)sCV,e)erweae = 王 Mn) 1 se)eroneae = 

下 人 ee 2 

如 和 2xi N1 《2+=“) 2 

2 之 之 ,全 ) si +a) du 

St 2xiN1 a 

这 里 Ni 一 六 一 2， 全 二 和 分 
1 2ni Mi 7 2xiN1 a 
RS 机 玫 E ") ER 
则 由 (5),(6) 得 
021 21 
| 一 4(z) Z， Te (Ni) 十 当 ， 4(2) ， TaCNU)， (7) 
次 1 玫 形 魏 


如 1I 一 1 
egooi sgmoaa 


这 里 4 为 例外 模 。 
现 分 两 种 情况 来 考虑 。1) 4 > log NW. 2)4 生 log N 著 1) 成 立 , 则 利用 Baaorpamoe 


人 人 





定理 得 

| 人 1 

| 之 4(>*) 之 TaCND)= of max |TCzs9)| SCN,6)|za8) 一 

| a=gGod 

| 一 O(CVolog 一 V)， (8) 
| 故 只 要 考虑 和 


MO CN 


# 魏 


就 行 了 ， 我 们 要 用 到 下 面 的 引 理 . 
`、 引 理 1.1.0 ” 巩 '1< 9 去 90， 4 去 0(mod 4)， 则 一 定 存在 户 > 0 使 Cs,x) 在 区 工 


zy 1 一 一 一 一 ， lz 和 N 
logs Ns* 


da<o91l  _ 
4d 关 09(mod 9) 





内 不 为 0. 
现 来 研究 ToCNi)。 命 
和 


Ca) = 衬 x(e)hCe)c Re iT 一 衬 坟 Decoea 


(1,9g)= 1 


划 得 
本 1 3 
s( 人 < 二 a) 0 7 宇 rs ds(a) 十 O(log: N). (9) 


2 一 
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故 有 
TD 三 rr 4 (ao)4ds (Ca]eniwtada 十 OCNa9)， 
9?P (9)wa=l 榴 “9 
再 合 
Ta) Ni) 一 AC9) 2 本 人 czriNlia du 
CD 一 防 9, | 4 
(D 人 2 人 iN1a 
rm = 2 且 玫 工 ~“ 2 re AKCaD4uCa)enamaeae 
TCMND = -开光 王 开 rr 人 (ahsaeeawnaa， 
?PCq)ea=l :人 X32 -4 
这 里 “' ”表示 x 尖 x， 由 此 有 
T(N) 一 TOCNVD 二 TOCONV) + TOCN) 十 OCN09)。 (11) 


$ 2. 我们 先 估计 ITCN)): 


|raCND| 荆 人 袜 | 王 并 -rs4a(Cea) aa]| za < 
9 所 9) -4 (eq)=1 xl1 xs 


1 














4 / 2 1 / 4 
< x Lvx(aw)| da: 人 类 %% 区 
汪 直 , 王 三 -4o|za< 5 王 ln 人 4oll4Calan< 
二 |4s(Cu zaw) du， 
三 14Co14Ca| 
但 由 于 
Ma < | 上 十 [Aco， 
所 以 得 
?CN 4 (1 4(aljaa<-22 三 (114 人 Ca)lzaa 13) 
BoD< 有 三 JoOPa< 避 下 Oo 


合 * 一 志 + 2xia, 则 由 mm 得 
4x(a) 一 一 2， xTerCp) 十 0(logN)， x 关 2 


这 里 P 帮 过 L(s,x) 在 0 和 c 和 1 内 的 全 部 雳 点 ,以 68 表示 横 坐 标 在 8 与 有 让 
间 的 带 形 区 域 ;, 井 合 、 


4p 一 一 它 xTeF(o)， 
PEGB 


” 则 得 4 


1ICNDI < 2glog'N 袜 人 4a(ajPaa + OAllog'N)， (13) 
SS 
所 以 现在 主要 的 问题 是 来 估计 积分 
|， | 4.p(Ca)|12 da. 
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我 们 有 


寺 | 
2 st 一 cas 
- ， x~TCp) 一 | xl TCo)e 





E 


因 FCo) = o(cll+ 1e-te ai) , 帮 有 
IFCo)< (CVT 十 入 呈 ) (| 十 De Rh 
, 洲 0<a< 人 ， 则 有 





1 二 





一 上 如 
WE 
故 有 
x-eT(o) = OCNE(|z| 十 1)8-He-all， (ace 过 着 运 三 ) 
Z xmeT(o) 一 OGCN8 之 (| 十 1)8 cao 十 O(G)) 一 OCNBlog N). 
PEGB IE 和 liog2 N 
由 此 得 
14aCa) | au 王 OCN :log N). 上 (14) 
故 


| ,la Haa 一 人 haoOPaa ,14eCoPaa 
4 
和 王 O(N2p-!log2 N) 十 网 | 4ss(a)12du. 








现 我 们 将 ( 乞 , ^) 分 成 形 如 (会 ,- 会 ; ) 的 子 区 间 ，JUaamar 证 明了 下 面 的 引 至. 
和 和 交 设 2O(T,B,x) 表示 ZLGs,x) 在 >B, | 引入 了 内 的 雪 点 数目 , 则 有 


Moon 一 o(e log 王 o(2e .zipr)o 








了 29 
由 引 理 1 得 
个 14eka) 1 do 一 ws log2N >， oaaa .2rtL.B， zj Se + o(1) = 


27<4log2N 
一 OCN :log NOGCM,B,x)) 十 0(1). 
其 中 
M 一 16rNVA log2 N. 二 ， (15) 


但 我 们 有 
O(CM;,B,x) 一 OCMCHOG 3 月)。 (16) 
将 (16) 代 入 (15) 得 
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4 


了 14se(a)12deu = O(N2p-1log3 N MC+td-P) qi-P)) 一 











27 
-村 汪汪 
一 O(Nzp-i etorew (NAJeHod-p) 一 DO(Ve 小 (17) 
这 是 由 于 入 < 二 ， 及 一 Nt te 再 由 引 理 1.1 即 得 上 式 ， 故 
9 
4 > 一 e log 埋 N 一 slog 坦 N 
|。 |4e(a)|12:du =OGNlogNe 、) 一 OCNe )， (18) 
由 (13) 得 
一 上 log 坦 N 
re(wD) =OCNe “ )， (19) 
$ 3. 现在 来 估计 T9(CNi)。 显 有 
1 29 2 本 (1(。 2 二 
人 CDI< 5 开 (hua za (| apPaa) 村 
由 于 
4u(a) = 二 一 xmTCo) + OGog:N). (21) 
4 六 二 “ATf4 da 二 4 2 译 
(. 4a(o) ba) 四 (- 4ra 十 1 本 和 | da) 让 
这 里 
4(a) = 一 ZI xmer(o). 
由 上 节 讨 论 知 让 国之 二 区 
4 一 6 log 音 N 
(| 4(ajaa) =- of ve )， 
故 
(| lascwoPaa) = oCvb， 
-4 
由 (20) 得 
TWCVT) 一 DCNe cs (22) 
我 们 来 计算 ， 
儿 妈 (a) C2nria N1 du. 
”由 (21) 得 


2r7TQ Ni 


千 4 。 
| oo(w)emieda 一 | 
4 








人 4 


十 o(| 14(a) |2deu | 十 ollog v| 后) 本 ollog v| |4(a)|deu) 十 


-4|x| 
直人 4 了 


e 
攻 十 2rrzw 
LV 





1) 这 里 我 们 以 8 麦 任意 小 之 正 数 而 不 可 以 分 别 。 
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利用 Schwary ,不 等 式 序 可 证 明 
|- 人 Wai | 0 网 际 十 o(Ne 和 “人 (24) 


(人 + 











而 
f exiia Wi 「 po2xiN1a ( me 3 和 
du 一 da 十 ONe e .= 
-411 二 -of 1 9 
个 十 2ric ) 外 十 2rxic ) 
一 归 站 log 工 N 
一 其 了 ”十 OCNe 要 (25) 
以 (25) 代 入 (24) 得 
一 N1 一 slog 坦 
池 -42u(aw)ezriNiada 一 Nie ”十 ov 守 (26) 
所 以 
aaN 一 Ni -log 人 滞 
) 汪 此 Ai(9) 2xz 二 1 丈 E 1og 
TOCND) = 生 TD) ) 之 Nie ”十 o(Ne 小 (27) 
人 由 - 上 面 三 节 的 讨论 得 到 当 4>1log N 时 有 
2xz 一 一 从 :! 一 2 Log 各 
PCN 二 上 (9) ae NofN 28 
Sr 本 
由 (8) 及 (28) 得 
14 3 一 对 一 8 log 寺 
4(3) >， To (Ni 一 >， 4(z) 2， Ni 区 十 OU Noe 本 (29) 
dgGG if 4 天 和 人 Go 有 
这 里 
ya Cg) 3 AS 
pq) ao=l 
一 归 
由 于 Ni =N 一 而 mx<w 故 。 =o 二 0OCON-)， 故 有 
一 学 
4(z) 和 NidCNiD) es 一 ec 一 思 ， CN 一 2]J4(C2) 4e(Ni) 十 
#< 和 9 4a<01 开 安 乡 da<921 _ 
4 (mod 9) 4 尖 0 (mod 9) 
十 OCN 一 ov) (30) 
和 
Z， 4a(ND)= 之 4a(ND) 一 之 4a(ND)， 二 
da<021l _ d<21 da<01 
Ge (mod 9) 4E9 (mod 9 
而 
>， 4 (Ni) 一 of >， /一 和 ee 十) 一 
age 四 0 4 af oa 


一 O(Clog Na .log 0) 一 0OClog 一 V). (31) 


由 (30),(《31) 得 到 
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ec > 4(2) > NI4(CNID 一 ce 天 >KN z)4(z) >, 4e(Ni) 十 DC(Nolog 一 N). 
4<01 











好 安 纪 Ch 好 < 委 纪 
(32) 
由 (7),(8) 及 (32) 得 
| T(o)9)S(N,9)eved6 一 ce 2 (CN 一 2)4(2) 人 4daCNi) 十 
避 1 NA 4<01 
十 O(No log 一 N). (33) 
$ 5. 车 5 < log 匠 Y， 则 由 Siegel 定理 得 所 有 的 L(*;X) (其 模 4 和 00) 在 区 域 
II 之 1 一 Fa |1 直 委 N。 
内 不 为 0。 这样 上 面 的 讨论 就 不 必 分 g 三 0(mod 4) 及 4 去 0(mod 4) 两 种 情形 。 完全 
类 似 的 可 得 (33). 
$ 6. 我 们 知道 由 BaaorpamoB 定理 很 易 得 
攻 T(o,9)SCN,9)ce” ”4 一 O(CNo log 一 N). (341) 
故 由 (33) 及 (34) 得 和 
-| T(w,8)SCN,6)] ened8 = 六 4(o)(N 一 门 双 4(Ni) 十 O(Nolog 一 N)。 (35] 
由 7< 妇 4 a<921  : 
但 A. 开 . BaaorpamoB 证 明了 >' 4(Ni) > ci 四 .， 故 
da=<01 
人 ro;e)sCV;e)enread8 = naNo + O(NologN)， (36) 
至 此 定理 证 毕 , 
II. 定理 3 的 证明 


定理 3 证 明 的 方法 是 将 上 面 两 定理 的 方法 结合 起 来 ， 确 切 地 谣 在 基本 区 间 上 是 用 定 
理 2 的 方法 ,在 余 区 间 上 是 用 定理 ! 的 方法 。 本 定理 的 证 明 完 全 类 似 于 上 两 定理 , 故 只 氢 





述 其 大 概 步 骏 . 
$ 1. 全 
本 了 十 6 - 了 +e 1 
2 一 从 y T 一 八 . 3 ( 二 二 

SB) 一 3 we Ps (1) 
T(Nv,9) 一 。 4(z )e2rien， (2) 
重 N 一 <71H<N 
J(Nyo) 一 | T(CNo,9)Sz(o ,9)eziNed9 . (3) 


同样 对 每 一 6@ 可 表 成 
9 GT 
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9 答 





上 。 
对 应 9 和 o%““ 的 6 构成 基本 区 间 9%， 余 下 的 构成 余 区 间 9。 则 
J(CNo) 一 JoCNz) 十 JiCNVyv)， 


MKN5o) = | 7(wN,6)S(o;6)cnave 9， 


姑 革 护 妈 着 T(o,N,8)Sz(o,B)ezrzved8 


$ 2. 同样 我 们 有 
天 站 力 一 本 0 
N 一 0 二 1<N da<91 
这 里 
Ni 一 和 一 71。 Ta(CNi) 一 奸 ， 本 : So,9)ezzxNindau. 
asg)=1 -4 
只 要 注意 到 在 II. $ 3 的 证 明 中 人 工 疫 有 利用 到 Ni 的 特性 ;所 以 由 (28) 得 
Ta(NiD 一 世 (G)、 三 eV +of 0 
故 


及 一 从 


及 一 <1X< 和 N 


JUNo) = 袜 (N 一 z)4(o) 呈 4(N)e。 ”二 OCozlog 一 N) 
a<01 


> 马 几 
$ 3. 现在 来 估计 9 上 的 积分 ,由 工 引 理 2.3 得 到 
了 
3 einiBp 一 (时 站 小 9 十 工 十 加 


N 一 <j<N 2 V 9 帮 





工 
现 取 4 一 6 而 4 > ec" “， 故 得 
福 ， ezriep 一 O(o log-+N). 


N 一 p<b<N 

故 有 
7T(w,N,9) 王 O(o log 一 N)， 当 96 只 时 . 
由 此 得 
J2CNz) 一 0(olog 一 N). 
由 (4),(5) 立 即 得 
J(No) > ci 

定理 证 毕 . 
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SOME NEW RESULIS IN IHE ADDITIVE PRIME 
NUMBER THEORY 


PAN CHENG-TUNG 
(Pekizg Uzzilezisity ) 


人 ABSTRACT 


In this paper，we have the fpllowing theorem。 
Theorem。 Every large odd integer can be expressed as 
N 三 力 十 妨 十 力 ， 


. 5 十 12c | 


1. 请 一 本 NTDCON 党 


where s > 0。 c 一 15/92。 


1 二 22 二 - 


2. 姻 委 入 . 思 a 入 N. 委 六 
3。 力 巡 N#e， 力 和 Ni N 一 Nte 一 为 入 N. 
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关于 条 件 期 望 的 一 点 注意 开 
杨 宗 获 


(南开 大 学 数学 采 ) 


作者 鲁 经 在 [1] 里 ， 将 定义 在 要 牵 空 间 Q 上 的 儿 乎 处 处 有 崔 随 机 变数 全 体 看 作 具 能 
么 元 1 的 5 备 Riesz 空间 了 3, 将 条 件 期 望 了 看 作 具 特定 性 质 T1 一 74 的 自己 至 五 中 的 线性 
变换 ， 秋 之 ， 

一 {y|y6E 万 ， 对 每 个 轩 xzE 瑟 使 了 (xy) 一 yYTx 成 立 } ， 
一 {e|e 是 属于 ci 的 特征 元 }， 
一 {y|y 三 扫 。dexy ecE9); 
从 而 得 出 了 : 0 Tx6E 路 。 今 进而 了 解 一 下 中 的 车 构 , 似乎 可 以 得 出 一 个 不 无 
兴趣 的 结果 . 
引 理 中 是 具 弱 么 元 1 的 5 备 Riesz 空间 . 
让 : 因为 趾 是 互 的 子 集 ,并 且 16 叫 , 所 以 只 须 证 : 
1) x， 76E 距 一 一 xy 十 y6E 趾 ， 
2) waw 是 实数 , x6 趾 一 axr6E9i， 
3) x,?E 只 一 ”xzVy6E9J， 
4) 听 的 G 备 性 ， 
兹 和 逐步 证 明 如 下 : 
1) 屋 x,y 全 0, 工 且 团 。 于 是 ， 


= 人 azeGsD，y= 们 ae 7 


e) 一 sup 《ce (x; 内 和 ee 十 ”生生 有 理 数 ]、 
ej 是 1 工 的 分 解 的 证 明 : 
， ”Eus+My 一 1， ce- 一 0( 人 >> 0)，N 伍 1 的 时 候 ehl 兰 cn 
都 是 明显 的 。 
兹 屋 1。 1T 人 , 往 证 o = sup cx。 
因为 
所 以 e(x; PP) 人 e(y; 人 一 岂 ) sup {e(x; po) 人 ce(Cy; 人 Am 一 请 一 '0}， 


sup ein 一 sup sup {eGCx; A) 人 e(Cy; 7)|A 十 2 硅 Mo。} 
一 sup{e(Gx; pp) 和 人 e(y;z)l 十 < 
一 sup {e(x; PP) 入 e(y; | 十 > 大 1) 一 ec。 
按 &， 的 作法 ，ex6E 9 定义 


告 





”1959 年 6 月 8 日 收 到 . 
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Mz+M， 
z+y 一 人 人 人 dei 一 yy 十 x。 


xz)? 全 0 但 不 园 的 时 候 , 有 圈 元 zs， y。 三 0， xn Tx, ys 人 Ty。 定 义 
x 十 了 一 sup {xe 十 yn。 





其 合理 则 见 4). 
2) 合 x 一 一 x， 则 (一 2 二 (人 
ce( 一 xi;M) 一 1 一 ce(x; 一 人 )， 
“ 王 这 表示 *6 叫 的 时 候 , 一 x*E 叫 。 因 而 ,可 以 定义 一 般 的 和 : 
xx 十 ?一 x+ 十 凶 一 (十 儿 )， 
其 合理 则 见 3)， 
和 欲 证 x6 蛛 一 ax69 中 ,只 须 对 w > 0 的 情形 证 。 今 


Gaor= (GO 一 ar)YVo=a( 人 之 1-z*)vo=ac(21-*)， 


Cw 
=(oxi =e(s 守 )， 
3) 5 只 须 对 几 *,y 会 0 指出 即 可 。 作 
ec 人 一 ce(x; /) 入 “0 人 )， 
则 ex 是 属于 x Y y 的 1 的 分 解 . 
4) 只 须 对 


所 以 





和 - . 三 0 
证 5 备 性 ， 显 然 , 有 下 烈 关 系 : 
e(xi 3 邓 三 e(xaz; 1) 三 … 硅 ce(xs; 71) 硅 …: 
作 
愉 二 sup e(xn ;人 ) ， 和 
于 是 
l- 一 DAD>0)，en 全 en 交加) 太 sup cx 一 】， 


sup cik 一 sup suP ce(x。; Ak) 一 sup re: ce(xs; 人 ) 一 sup (xn3 人 ) 一 e)。 
人 AK<<》 AK< 人 好 


不 难看 出 x = 个 人 de) 就 是 inf x。 


Mi 是 互 的 子 集 ， 按 1) 一 4) 定义 趾 中 的 运算 得 到 的 与 下 中 的 一 致 。 关于 2), 3), 4) 
是 明显 的 ,关于 1) 可 以 这 样 简单 地 了 予以 说 明 。 如 所 周知 , 具 强 么 元 的 5C 备 Riesz 空间 可 以 
Riesz 空间 同 构 地 表现 为 某 个 C(49) 的 Riesz 子 空间 。 在 表现 C(2) 里 ,属于 x 十 ?的 1 的 
分 解 与 属于 x, y 的 1 的 分 解 间 的 关系 正 与 1) 所 指出 的 一 致 。 所 以 ， 这 些 运 算 具 有 Riesz 
空间 应 具备 的 一 切 性 质 。 明 所 和 欲 证 . 〈 诈 完 ) 

由 这 个 引 理 可 以 推出 

分 解 定 理 x6E， 和 经 变换 了 的 象 Tx 在 焉 的 每 个 主 法 幻 等 于 PCTe)， 这 里 P: 表示 
对 于 主 法 幻 (e) ”的 射影 ，e6 Ji 











天 
天 
四 











332 ” 数 学 学 报 9 息 





铀 . 根据 [1] 中 给 出 的 qh , 只 的 性 质 ，c 备 Riesz 空间 驱 的 特征 元 全 体 ( 即 [2] 的 
所 请 基 ) 就 是 ii。 如 所 周知 , 叫 的 主 法 幻 全 体 与 ac-Boole 代数 同 构 。 (证 完 ) 

特别 车 也 是 具 弱 么 元 的 备 Riesz 空间 ， 则 同 理 也 可 得 出 叹 是 具 弱 公元 的 备 Riesz 空 
间 。 于 是 , Tx 可 分 解 为 P.(Tx), <6 Ji 的 结合 ( 见 [2], [IJI. I, 2.25). 著 具 形状 al 的 
元 全 体 更 对 了 7T 不 变 , 和 并且 T1L =1( 见 [1], 661 页 , 系 ), 则 

T1 = Se ， cec 3 

这 情况 更 好 地 符合 通常 条 件 期 望 的 性 质 ( 见 [3], 356 页 ,定理 A 及 357 页 , 系 2)。 但 是 这 
里 已 将 " 轨 售 一 个 可 分 ao-Boole 代数 对 云云 ”的 限制 去 掉 . 

由 [1],，661 页 , 系 还 可 以 推出 下 烈 一 个 简单 辕 果 . 

有 满足 T1 一 T4 的 两 个 变换 T, T"， 定 们 所 对 应 的 9 分 别 叫 作 9 Sa。 于 是 

9i C gil, 并 且 T1 = 三 1 的 时 候 , 1(Tx) 一 Tx. 

关于 这 个 命题 可 以 参看 [3], 350 页 ,命题 4, 第 一 等 式 ， 但 相当 于 诸 命题 第 二 等 式 的 
T(Tx) 一 Tx 却 未 便 得 出 。 因 之 , [3], 351 页 , 25.2A, 25.3A ,也 未 便 得 出 ; 349 页 命题 2 
亦 然 ， 总 之 ,条 件 期 望 的 性 质 牵 涉 到 积分 的 时 候 , 则 不 便 由 T1 一 T4 推出 来 . 

蒜 《Martingale) 及 牢 巩 的 收 伍 问 题 就 牵涉 到 条 件 期 望 的 积分 性 盾 ， 因 之 ， 只 依据 
T1 一 T4 处 理 蒜 或 趾 蒜 似乎 是 困难 的 ([4], 162 页 定义 个 讨 就 用 加 性 集 画 数 大 有 网 就 针对 
这 一 点 。 所 以 如 何 规定 条 件 期 望 , 使 之 更 为 有 效 ， 似 乎 值得 探讨 )， 其 可 由 Tt 一 T4 导出 
的 部 分 , 试 述 之 如 下 : 

设 有 厂 的 元 烈 (xz*}， 属 于 x。 的 1 的 分 解 含 于 (E 的 基 轨 的 ) 子 G-Boole 代数 Ji” . 
称 Ji 9 ，9 所 产生 的 ( 的 子 ) ac-Boole 代数 为 瑟 。. 

定义 。 设 有 满足 了 1 一 T4 的 变换 T。, 属 于 T。x 的 1 的 分 解 均 合 于 。。x。 一 (三 )Texstl 


3? 一 T，2，3，'… 的 时 候 , 称 (zx。} 构成 装 ( 全 蒜 ) 列 . 呈 
半 积 列 的 分 解 ( 史 [3], 389 页 )， 坝 有 元 型 {x,}, 作 
xl 一 0， Xnw 一 %z 十 起 人 芝 2 1 区 下 一 革 类 一 了 


于 是 ,，T。 xs+l 一 za， 所 以 , {xs)} 构成 对 列 特别 , 若 {x。} 是 咎 款 烈 , 则 {zxs} 定义 式 的 右 
端 己 号 下 各 项 都 三 0。 因而 ,{x。} 敌 分 解 成 蒜 烈 {x2} 及 增加 正 元 烈 {xs}。 车 {xs} 轩 
于 上 , 则 什 蒜 烈 {x。} 的 极限 问题 与 装 烈 {x*。)} 的 极限 问题 同 值 。 证 明 见 [3]. 
舍 款 列 的 V 运算 不 变性 ”{x。j， fy。} 构成 个 蒜 烈 的 时 候 , (xz。V y。} 亦 然 . 
证 . 只 须 注 意 变 换 T,。 是 保 序 的 ,所 以 ， 
Cs 人 V ya+1) 苦 -TaxXet VY TsJs+l 全 Ze V Ju。 (证 完 ) 
特别 情形 : {zx*} 是 守 蒜 烈 , 则 {xz+)} 亦 然 ( 见 [3], 391 页 ). 
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稳定 性 理论 中 的 微分 方程 与 微分 差分 
方程 的 等 价 性 问题 


素 元 歼 。 刘 系 薄 王 联 


《中国 科学 院 数学 研究 所 ) 


$ 1. 问题 与 方法 ”在 [1] 中 提出 了 等 价 性 问题 , 工 对 于 ”=1 ie 和 系 坏 的 解 
决 . 本 文 是 处 理 一 般 * 的 情形 . 


问题 是 研究 微分 方程 粗 
2 - 三 (w 二 2)zi(D) 人 一 1;2…) 《1) 
与 微分 差分 方程 粗 
2 = 三 or 十 袜 prilt 一 riD) 一 1252) 
之 间 在 稳定 性 问题 中 的 等 价 性 。 此 地 oi 及 怒 等 均 为 已 欠 常 数 ; rz 或 为 非 仙 的 实 党 
数 ,或 为 非 负 的 实 连 炉 画 数 ， 
 ，“ 同 理 研究 非 线性 微分 方程 组 
E 人 2 一 (w 十 01DOxiKt) 十 FDCxz(t)x(t)) 四 一 1)2， 72) (3) 
与 非 线性 微分 差分 方程 组 


da = (oriD 二 na 一 riD)) +Z(x(Dsz(z 一 rO) 


dt =1 
(1 一 1,2:、， . 纱 ) 
之 间 的 等 价 性 问题 。 此 地 BR 是 二 砍 以 上 之 非 矿 性 项 . 
关于 解法 在 [1] 中 利用 了 Hayes 的 定理 包 , 对 于 一 般 的 2 对 应 的 定理 傈 未 建立 ， 为 
了 解决 我 们 所 提出 的 问题 我 们 用 了 两 种 方法 . 
第 一 种 方法 是 对 于 ri(t) 均 为 非 负 的 实 常数 时 所 采用 的 , 这 时 是 研究 (1) 的 特征 方 
程 
D() 三 |o 十 2 一 0 一 0 (5) 
之 根 与 (2) 的 特征 方程 
DC(M;r) 三 | ci 十 DCT 一 5;i| 一 0 (6) 
的 根 之 间 的 关系 , 划 从 而 刊 定 (1) 与 (2) 的 雾 解 的 稳定 性 关系 。 
第 二 种 方法 是 将 〈2) 写成 下 形 : 





* 1959 年 8 月 10 日 收 到 , 
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dxit) _ 二 人 十 2)xzi(i) 十 s aixiCz 一 Tiit)) 一 xi(t)) 一 


Et 了 =1 7 了 =1 
《ezi 十 2250xI2) 十 几 ()。 全 一 1 2 2) 《27) 
了 =1 
当 Y(i) 等 相当 小 时 , 必 (z) 可 以 看 作 微小 扰动 ,从 而 由 《1) 之 稳定 性 质 可 以 推出 (2) 
之 稳定 性 质 . 9 
这 两 种 方法 五 有 长 短 


两 种 方法 均 可 得 出 时 差 界限 的 具体 数值 ， 并 将 在 $5 中 对 > = 2 时 答 出 具体 结果 . 
$ 2. 线性 系统 稳定 情形 的 等 价 性 
引 理 1. 屋 (5) 之 所 有 根 的 实 部 为 负 的 ， 则 存在 两 个 正 数 人 一 A(ciiy bi) > 0 及 


,8 一 6(cij 有 ij) > 0 使 当 0 委 9 和 和 A 4 三 1,， 2，…2) 时 , 则 (6) 的 所 有 根 和 人均 满足 关 


系 
Re(M) 委 一 


址 : (5) 只 有 #* 个 根 , 珊 旋 们 的 实 部 的 最 大 值 是 工 , 工 < 0, 则 不 妨 取 es = -过 井 


进一步 ,来 决定 人 如 下 。 

















(6) 式 可 以 写成 和 之 ?次 多 项 式 : 
”ja+4 刀 Mr 十.…. 十 4 一 0， (6) 
”其 系数 di 为 em 及 ez pi 之 多 项 式 . 
在 条 件 
Re() 辫 0， Ti 之 0 (7 ) 
下 ;, 知 |erioi| 入 1 故 在 !(7) 之 条 件 下 , 4，4，………，4。 有 界 . er 记 之 : 
天 1 一 max| di| 当 Re(X) 0 及 Ti 之 
取 X8 = 一 max(1,(72 十 1) 天 1 ) 有 0， 
4 则 当 Re(AX) 之 YXY09? 《8) 
， GZF 由 [1 十 4 -1 十 .…. 十 4| 它 
， 之 本 Tu 一 
Mi 二 -让 
之 本 因 1 天 1 
CT 人 2 | | (2 十 | 
知 (6) 无 根 。 类 似 地 在 条 件 
Re() 这 一 es， 工 志 让 它 0 《9) 
1 下 |e 一 人 2 ， 故 在 《9) 之 条 件 下 ， 411， -2， 二 4。 有 界 ， 
忆 F 以 瑟 训 之 : 
汪 KR 一 max | 41| 当 Re(X) > 一 6 及 Ti 它 0， 


mm 王 max(1:;(>” 十 1)K2) > 0， 


尘 


则 当 Re(1) 一 6， 17Tn(1)| 记 y， (10) 




















3 期 素 元 动 等 : 稳定 性 理论 中 的 微分 方程 与 微分 差分 方程 的 等 价 性 问题 335 











有 拓 让 一 1 轧 AT 7 天 2， 
lj 十 和 ja- 十 .十 不 | 三 |: 下 as | > 
力 ee 7 天 2 
> jl 这 Rs 本 的 
亦 郎 06) 无 根 . 
现在 要 研究 
S: 一 6 委 Re() 委 xo， |T。(X)| 入 (11) 


这 一 和 矩形 中 的 情形 。 其 中 
Dr) 一 D(1) 十 RCATr)， 
RCX;0) 三 0 对 任何 /人 . 
由 假定 知 DGA) = 0 之 根 均 在 Re (人 ) < 一 2s, 故 在 S 中 及 边 上 DG 羡 0. 


记 12 一 min 1D(C1)| 2 
4 在 3S 边 上 
则 由 RCM:r) 对 人 及 呈 之 连续 性 ,有 入 > 0, 入 如 此 小 (不 妨 取 入 < 1) 使 当 
0 和 Ti < 委 和 人 ， (12 ) 
则 有 max |RCMr)| 二 xz2. 
和 4 在 S 边 上 


因此 对 满足 (12) 之 ri 对 8$ 之 边界 用 Rouche 定理 知道 DC(M;,r) 王 0 在 8 中 之 委 之 个 
数 与 D(G) = 0 在 S 中 之 根 之 个 数 相同 。 而 DGA) = 0 在 3 中 无 根 , 故 Dr) = 0 亦 如 
此 。 

合 任 (8),， (10) 及 (11) 即 得 引 理 1。 由 引 理 1 及 Bellmanbl 的 一 个 和 辕 果 即 可 得 到 . 

定理 1. 裔 方程 组 (1) 之 雾 解 是 源 近 稳定 的 , 则 存在 一 正 数 

A 一 A(ciy pi) >0 
使 当 ri(z) 为 常数 , 夫 且 0 和 员 委 入 时 ,方程 (2) 之 雾 解 是 渐 近 稳定 的 . 

定理 2. 屋 方 程 组 (1) 之 雾 解 是 渐 近 稳定 的 , 则 存在 一 正 数 和 三 A(ciiy 2) > 0; 使 

当 rat) 满足 


0 和 Ti) 入 入， (13) 
riif(z) 为 上 之 过 续 夯 数 时 ,方程 (2) 之 雾 解 也 是 渐 近 稳定 的 . 
让 : 由 假定 方程 组 (1) 是 源 近 稳定 的 ;, 故 存在 二 次 型 的 正定 画 数 有 人,, .. .xzx。) 王 


汪 ， cijxi3i 使 得 对 方程 组 (1) 和 


17= 1 





z7Z 所 Drdei 71{ 
= 之 一 = 工时 >》， 玉 十 Dij 2 了 网 
了 ( zj (xbxz za) 《14) 


了 = 一 1 
是 人 负 定 的 . 
现 对 方程 组 42)， 由 《14) 


了 ea da = at 十 呈 2 (15) 
1 


多 7; 下 21 Ox; 
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现 考 虑 最 后 一 项 ， 
2 和 一 之 要 (cz 十 cz) xi (ti) 久 人 sec 一 ri (iD)) 一 刀 (b )] 一 
=1 一 二 二 


> 要 (czi 直 cj) Xi (z) 2 一 Ti CD) JQxi Si 人)- 
i=1 \Nj=1 | 


一 2 闪 (cii 十 CD)Xi (zt) S2 (二 2 @) (cixi 中 


fi= 一 1\=1 =1 


十 OICeEii 一 ce 站 


这 里 i 一 TiiCt) < 委 E,i 委 加 1 一 27iiCt) < 委 ii 一 Ti (zt) < !. (16) 
人 
UTCxi xs) 一 忆 ， 区 二 pl| | 25| 并 (lo 玫 Dial| (17) 
zi=1 |7=1 = 


虽 了 忆 (xi， 旺旺 7) 承 是 正定 号 的 二 次 型 〈 当 所 有 的 2 去 0 ). 
由 于 (xl， 玉 2 正定 ， 了 柱 (xi， 四 罗 是 负 定 的 二 次 型 , 故 存 在 一 正 数 
7721 一 pn 了 本 (xi ………3xa)| 一 0， 


亦 序 三 委 一 ?zl 了 (18 ) 
由 于 UTCxi， 人 人 是 正定 号 的 二 次 型 ， 故 存在 一 正 数 
12 一 max|z7| > 0. 


如 果 罗 中 有 一 个 为 0 , 则 上 述 的 zm, 亦 可 取 到 (否则 当 办 = 0 时 。 命题 就 不 必 诈 ,因为 
此 时 本 三 0, 亦 序 袜 8 罗 三 0。 故 没有 差分 项 了 )， 


7=1 @x， 
亦 即 U 扫 122J7(X1， 人 5 ， (19) 
取 A= 地 > 0 (20) 


47722 





如 果 有 0 入 nrbi) 和 ^ 代 且 变 在 6 一 2A 和 zz 秋 中 








TCxi(Cz) 可 ?xn (zt) ) < 委 27(Cx(CE)， xn(E))， (21) 
则 在 z = 6, 由 (15) 一 (21)， 
2 3 罗 
| 一 丈 (xa(C6)， xnCE)) 十 二 区 二 汪 


> 一 mi (xi CE)， xn(E)) 十 和 全 .TU 和 

< 一 Mi (xi (CE) xn(E)) 十 人 .azTCxzi (zt) xn(t) ) 扫 
私 一 MI TFCxi (CE)， xn(E)) 十 全 22 FFCxi(CE)， xn(E)) 
二 放 3 (xi(E)， xn 人 ED))。 
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总 结 可 得 : 如 果 在 一 2A 委 上 委 拓 有 关系 式 421),， 则 在 上 王 时 有 


2 II21 
1 卫 《22) 
不 等 式 422) 便 可 用 来 证 明 我 们 的 定理 ， 

对 任何 se > 0, 只 要 在 一 2A 和 :< 秋 0 中 初始 画 数 Pi) ?po 满足 不 等 式 
(21() ,9po(t)) 入 s， 则 可 断言 此 后 z0 均 有 

F(x(t) 35xzn(t) ) 福 6 《23) 
这 可 反 诈 之 ,如 果 (〈23) 不 成 立 , 则 (xi(t) ，…3xs(t) ) 可 穿 出 FFC 人 (iD xs) 一 s 之 
外 ,不 妨 珊 第 一 个 穿 出 之 点 在 * = , 则 当 *< 二 时 就 有 
(xi(t) xn(t)) 和 8e<2e 一 27(Cxi(E)， xn(E))， 


则 由 (22) 知 在 :一 6 笑 | < 一 琶 e< 0， 故 # 加 大 时 减少, 因此 (加 (D，…'， 


Ci 1 一 
xxn (zt) ) 不 能 穿 出 了 = es 之 外 ,由 此 导出 矛盾 . 
(23) 表示 了 稳定 性 ,但 我 们 还 要 进一步 证 明 当 近 稳定 性 . 
不 等 式 《21) 及 (22) 还 可 得 出 另 一 千 其 , 当 z 之 0 


F (xi(t) ，…xn(z) ) 扫 到 max (Cxz(z)， xn(z)) (24) 


下 一 2 A< 和 it 


因此 jim7(na(D za(D) 委 二  ，max Ca(e) xu(a)) 一 工 HaYCa()， 
“ez) )， 


但 已 知 在 ”一 2 入 委 : 委 0 时 ,如 果 FCPi(G) 9)<s, 则 (23) 成 立 ， 故 
lm (ea 人 人， 5xa(D) 一 工 < 十 o 


0 < 工 << 寺 L. 故 工 一 0 序 limy(z( 六 yxa( 人 六) 一 0 


即 亦 ,im (xi (z) ， 十 …'. 十 妈 (C)) 一 0， 定理 2 证 毕 . 


定理 1 及 2 均 为 [1] 中 定理 1 之 推广 , 但 用 了 两 种 另外 的 方法 各 如 了 原 证 中 的 困 
难 . 
$ 3. 线性 系 炉 不 稳定 情形 的 等 价 性 
引 理 2. 珊 (5) 至 少 有 一 个 根 具 有 正 实 部 , 则 存在 一 正 数 

A 一 A(cii pi) >0 
使 当 0 云 友 鲜 人 (1 一 1) 2 0) 
则 《6) 至 少 有 一 个 根 具 有 正 实 部 . 

证 : 宇 要 是 用 Rouche” 定 理 , 任 取 (5) 之 一 个 具有 正 实 部 之 根 ]， 


Re(xo) 一 7 > 0. 
以 为 心 ， 二 为 牢 径 作 一 个 圆 了 。 mm 为 正 整数 , 六 取 如 此 大 , 使 在 工 边 上 (6) 不 存在 雾 
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点 ， 现 取 和 人 如 此 小 ,使 当 . 
0 和 zs 委 和 (zj 一 1)2，…… 2)， 
max |R(C3 Ti < min |D(CD|. 
和 在 卫 上 和 在 卫 上 


故 (6) 在 了 中 之 根 之 个 数 与 (5) 在 了 中 之 根 之 个 数 相同 , 因此 (6) 在 了 内 至 少 有 一 个 愉 
正 实 部 之 根 ， 引 理 2 证 上 毕 . 

由 引 理 2 立即 得 到 

定理 3. 如 果 (5) 至 少 有 一 个 具 正 实 部 之 根 ,因而 (1) 之 雾 解 是 不 稳定 的 , 则 必 存 在 
一 个 正 数 

和 全 一 A(eiy 2) > 0， 
使 当 
OrSEA (1 王 1 2 2)， 

则 (2) 之 雾 解 是 不 稳定 的 . 

定理 4. 定理 3 中 rzi(z) 为 常数 之 假定 可 以 省 去 ,定理 仍 成 立 , 只 要 0 入 ri) 入 
妇 可 . 

证: 现在 屋 (5) 至 少 有 一 个 具有 正 实 部 之 根 ,分 别 两 种 情形 研究 之 : 

( 甲 ) 一 种 情形 是 所 有 特征 根 的 实 部 均 相 等 ， 

( 乙 ) 一 种 情形 是 至 少 有 两 个 特征 根 其 实 部 不 相等 . 
以 下 分 别 证 明之 

( 甲 ) 屋 共 同 的 实 部 是 人 > 0, 将 方程 组 (2) 写成 (2)", 经 过 非 奇 异 的 线性 变换 


Xi1 CI Cln El 
:|- : ? 这 里 |cz| 六 0 (2 一 1)2， mp)。 
革 / Cal。。 Co E。 
可 以 将 (2) 化 为 旨 当 型 
后 ( Mi 6 (1) 几 ( 
Z | : 本 : : ce 
6 (z) MA44 En (z) 四 (z) 
此 地 M; 是 
从 sseseeeeeeeeeees 0 上 尼 0 .…………… 0 
1 从 0 seoeeesesee 0 人 尼 失 0 eeseoeseseoeeessese 0 
0 攻 0 1 0 从 忆 0 .…..……。 0 
或 0 1] 一 尼 0 seeeeseee 0 
0 .so。。 0 1 0 0 _。。。。。eeoeoeeeeooesi 
之 形 . 


引入 画 数 7 = (6 6o) 一 各 十 龟 十 …， sy 


OF 5; _ di; _ 
全 08 水 ti=1 机 di 三 6 人 











3 期 奉 元 动 等 : 稳定 性 理论 中 的 微分 方程 与 微分 差分 方 柏 的 等 价 性 问题 339 





生 在 来 研究 尾 项 3 85 凡 ii()。 这 里 几 () 是 几 (9 之 线性 组 合 ， 改 | 袜 6 少 将 如 〈17) 





1 11 
之 形式 .因此 亦 如 定理 2 之 证 法 ,对 于 0 妇 ri(D) A, 如 果 在 ， 和 
AN 。 (26) 
有 (iD 和 27(5)， 
列 可 得 出 针 丰 (| 过 AKC)， 
| =1 
) 


此 地 民 为 某 常 数 ,只 与 Ci1i 及 Dii 有 有关， 革 涵 0: 取 全 7 zs 0， 


旭 | 在 条 件 (26) 下 ,在 上 一 如 有 
4 
lt it 一 纪 

不 等 式 (27) 可 以 立即 推出 不 稳定 性 ， 因 对 初 值 如 取 
T7(a 一 7Cz 十 2A) > 0， 一 2A 过 :< 0， 


# 可 任意 小, 则 (26) 收 满足 故 由 (27) 有 号 > 0， 故 z(i) 单调 增加 ， 划 以 (CD > 





> My(o) 一 2AK(a) 二 人 Co (27) 


有 


Fr(a)cae- 之 指数 夯 数 增加 。 
如 时 (27) 遭 到 破坏 且 必 须 (26) 遭 到 破坏 , 珊 第 一 个 破坏 (26) 之 点 在 和 这 便 要 有 
在 忆 友 县 
F(tD) 一 2F7(t)， 
交 便 表示 在 上 < 六 时 ,7 (z) 已 不 是 单调 的 ,因而 如 不 是 第 一 个 破坏 人 26) 之 点 ， 由 此 得 出 
子 技 (四 ) 之 情形 ,证 毕 . 
( 乙 ) 发 与;………，6。 为 对 应 于 特征 根 有 实 部 为 之 变量 。 
si .…，8。 为 对 应 于 特征 根 有 实 部 小 于 X(<M) 之 变量 ,由 假 屋 必 有 和 > 0. 
引入 两 个 新 变量 
X 一 合十 … 十 总， 
7 一 Cn 玉 二 本 人， 
姑 诗 


SIX 一 壮 161I 瑟 OO， 


dt 1 志 ) 
1<zj<om 


1 二 e > | 全 | 15| 十 袜 15 态 |. 


了 坟 于 fi 一 1 十 1 
细 十 1 和 zj 1 


开 在 在 0<Y 和 X< 和 ZL (L 某 正常 数 ) 中 来 考虑 , 则 对 任何 s> 0 取 定 则 可 有 人 >0， 
使 全 如 果 条 件 
<Y (za) 返 X(t) 和 2 max X(zt) (*#) 


一 2A 委 1 安 二 
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太 足 时 ， 则 
六 | 名 ( 上 | 友 (| <sX(CD)， 


二 1 





2 165( 人 || 凡 ( 人 (| 入 seX(CD); 














= 十 1 
则 在 条 件 ( 米 ) 下 ,有 
区 人 > NX 一 28X， 
图 2 4 17 二 2eX 
竹 : 
现在 研 突 在 X 一 土 Y > 0 边 上 : 
LY 人 十 2 
一 上 必 这 < 六 放下， 只 旨 | 名 工 全 
本 权 Ai 一 26 人 
”这 是 可 能 的 ,因为 | | < 1; 故 取 s 一 竺 二 才 部 可 。 则 在 X 一 十 Y > 0 边 上 有 
人 刀 > (一 26) 和 > 0， | 妊 | <1， 
天 
故 矢 量 箭头 指向 X > Y 区 中 。 而 在 0 和 Y 和 和 交工 内 则 有 


4 > > (一 2698>0 
故 在 条 件 
(*)1 0 委 Y 委 和 X 委 工 和 在 丰 一 2 和 A 委 上 委 三 以 及 0 委 YG) 委 X() <2 max X (rt) 


# 一 2 人 < 说 和 
下 可 保证 得 


dt 
为 此 我 们 取 初 值 : 
Y(Cr) 一 0 (一 2A 和 上 和 0)， 
X(C) 三 zt 十 2A)， 7 > 0. 
7 可 任意 小 , 则 条 件 〈*)1 满足 ,这 时 X(z) 单调 增加 ,并且 X(D) >XC0)eto 这 个 增长 
率 要 破坏 是 要 上 述 两 条 件 之 一 被 破坏 。 但 是 
0 和 YY 和 X 委 了 
不 能 在 边 上 , 0 < YY 三 和 << 世 处 破坏 .。 因为 向 量 场 向 内 , 只 可 能 在 X 三 工 处 破坏 , 但 这 
时 得 到 不 稳定 了 ， 在 条 件 丰 一 2A 秋 z 委 页 中 
X(C) <2X(Dn) 
要 破坏 ; 则 第 一 点 破坏 之 点 珊 在 ia, 在 如 一 2 和 A 委 上 秋天 中 有 za 使 


X(a) = 2X(Co)， 则 在 训 < 入 中 人 可 能 是 正 的 ， 
因而 得 出 矛盾 . 
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引 理 3. 届 D(0) 与 (一 1)” 异 号 , 亦 序 (5) 有 奇数 个 具 正 实 部 之 根 , 但 人 一 0 不 是 (5) 
之 根 , 则 对 任何 实数 组 ri 记 0 (ij = 1,2,… .2)， 太 程 (6) 至 少 有 一 个 根 具 正 实 部 . 

证 : D(0:rzy) 一 D(0)， D(0irzi) 与 (一 1)” 反 号 . 

D( 十 ooj; rij) ~ im (一 1)"12， 故 DC0;rp) 与 刀 ( 十 ooyTi) 反 号 ， 
(2 一 1,2)…， .7 ) 

故 至 少 有 一 个 正 实 根 . 

定理 5. 慨 D(0) 与 (一 1)” 异 号 ,此 时 知 (1) 之 雾 解 是 不 稳定 的 , 则 不 花 rz 为 何 非 全 
实数 , (2) 之 雾 解 也 不 稳定 . 

这 由 引 理 3 立 朗 可 得 出 , (6) 有 一 正 实 根 人 , 则 有 解 趋 于 十 oo , 当 * 一 十 o%。 故 得 不 
稳定 . 

在 ”= 1 时 对 不 稳定 的 情形 , A = 十 o, 邹 对 任何 ry 这 0, 仍 得 到 不 稳定 ,现在 定 
理 5 只 对 有 奇数 个 具 正 实 部 之 根 的 情形 , A = 十 。 至 于 有 偶数 具 正 实 部 之 根 的 情形 ， 
则 入 不 一 定 为 二 co。 下面 举 出 反例 , 郎 ry = 0 时 为 不 稳定 ,而 当 ri > 0 足够 大 时 反而 
变 为 稳定 之 例 ， 现 作 一 二 阶 方程 组 


Seo) = 趟 Ex(D 二 7G 一 们 ) 填 本 人 ， 


2t 
一 一 x(t) 一 玉 Cx(t) 一 xz 一 )) 十 ey(z)， 
一 2 十 1+KGI 一 c) |_， (*)， 
一 1 一 玉 (1 一 ce 一 0) 一 +e| 








或 ( 玉 +e2+[1+KGL 一 ci] 一 0 或 1 一 s 业 MI 十 天 (1 一 c 一 中 
当 r 王 0 时 有 人 =s 士 1, 故 当 es > 0 为 不 稳定 . 
e < 0 为 稳定 , 现 对 (*): 微 分 之 有 


2( 一 人 十 (一 全 ) +2[1 十 玉 C1 一 一 D]CKereo 人 ) 二 二 本 

















故 有 

4 一 [1+KCL 一 < 一 2)]Kc-ia) 多 2 

Mr 人 二 避 十 TIT 十 天 (1 一 co 环 DJ]KcX 2ZZB 和 处 

可 以 确定 常数 4 > 0 及? > 0, 使 在 区 域 Re(1) > 4 及 区 域 。 2 

Two(1) > 4 考 
Ret10 全 二 ， 中 对 任何 4 > 0(*) 之 ) 无 根 , 竹 
现 当 ， 4 一 0， 乡 
1 
一 一 三 一 玉 ， 由 堪 秆 一 > 0， 5 S 
dr 由 连续 性 有 sl > 0 及 rm > 0, 使 当 |e| < es，|r| < AN 








T。())| 秋 4 
时 在 区 域 |Re(1| 和 ea 中 图 3 
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有 Re( 公 )< 一 全 ， (当天 > 0) 
R (和 公 ) > - 夺 (当天 <<0) 





故 有 一 有 限时 间 ,例如 王 , 速度 在 至 (K > 0)， 则 ReC)) 要 跑 过 互 计 > 鱼 ，mm 为 
足够 大 的 正 整数 , 故 可 取 


E 一 一 一 


阅 8 117 
让 


即 得 则 由 不 稳定 性 变 成 了 稳定 。 故 此 时 不 稳定 性 的 时 差 有 限制 
关于 ”一 1 时 不 稳定 的 情形 ,还 可 以 推广 到 下 面 的 变 时 兴 的 情形 . 





2 疙 被 Ga 直 90D)9 (2) 
匡 足 条 件 〈i)e 十 > c，(ii)r() 是 非 负 有 界 实 连 和 续 夯 数 0 入 rr(i) 和 生 ， 则 方程 (2) 


之 雾 解 是 不 稳定 的 . 
诈 : 2 = 0 时 不 需 诈 明 。 故 珊 0, 以 下 分 别 a = 0 及 as 羡 0 话 明 之 . 
( 甲 ) ea = 0 方程 化 为 
dx (ti) 
dt 
取 初 值 x(G) = >0，， 一 全 和 :和 0 (7 可 任意 小 )， 则 x(z) 显然 是 单调 增加 
的 ,只 要 证 其 无 界 邹 可 。 用 反 证 法 。 
如 果 x*(z) 有 界 , 则 有 极限 *(z) 一 x(o) > 0 当 * 一 oo. 
|r(z) | 和 入 , 故 也 有 x(Gz 一 T()) 一 xz(o) > 0， 当 “一 oo. 
由 此 bx(Gz 一 T(G)) 一 px(o) > 0 由 此 x( 人 (一 2x(oo),z 一 oo ,这 便 得 出 x( 无 界 ， 
故 e 一 0， 诈 些 , 
(Ci ea 夫 0. 由 于 ee 十 2> 0, 故 有 三 种 可 能 情形 ,分 别 证 明之 : 
< (DZ) ee< 民 0 >0 
(C) ee>0，28>0， ca 二 5>0. 





一 pxt 一 Tt))， 2 > 0， 


则 方程 式 2 一 ax(D 十 bz 人 t 一 r() 
可 与 方程 式 宅 辣 一 bzGt 一 rCD) 
比较 , 取 同 样 之 初 值 x() =z() =7>0， 当 一 A 和 < 和 0 
则 可 网 x(t) 之 zi) > 0. 

由 ( 甲 ) 知 si) 一 十 吕 9， 故 xz) 一 十 避 ， 


(Cj ee>0:2<0， c++5>0， 故 ca> 一 5>0. 
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取 x(z) 之 初 值 为 正 的 连续 的 ,严格 单 增 的 ,但 小 于 某 一 已 输 正 数 ? 的 男 数 ， 


7 1 (一 人 一 上 
ae 站 人 = ER 
例如 在 A< 和 rt 过 0 中 取 x (z) 一 了 中 ?人 】 





划 因 ax(z) 十 ax 人 tt 一 Tri) ) 一 Cux( 人 (zt) |: 十 二 ztt |， 而 | 之 | <1，xf(Ci) > 


xz(: 一 r(D)). 故 在 + > 0 时 有 一 段 时 间 知道 玫 " 刀 > 0， 从 而 得 到 x(5) 严格 单 增 





现在 可 进一步 断言 ， 汉 > 0 对 所 有 之 * > 0. 


如 其 不 然 , 则 有 某 页 0， 1 > 0， 而 在 一 A 秋 上 委 环 中 x(b 严格 单 增 ， 而 在 
z 一 磋 有 


0 二 人 一 cx() 十 2x( 碳 一 T()) > ax( 垃 ) 一 12 1x(Ga)| 王 


一 x(a)[a 一 18] 王 x(a)Ge 十 2) > 0， 


故 了 矛盾 了 . 因此 2 > 0 对 所 有 之 z > 0 成立. 
A 


旭 x(z) 严格 单 增 。 这 双 可 分 为 两 种 情形 : 郎 *(i) 有 界 与 x(z) 无 界 .。 对 x*(:) 有 界 的 情 
形 , 则 双 有 极限 , 故 双 将 导出 矛盾 .因此 x(z) 无 界 ， 从 而 得 到 不 稳定 性 ， 
( 忆 )) ae<0， 08>0， cz 二 2>0， 故 5> 一 2a>0. 
取 初 值 为 x(G) = 了 > 0， 一 和 1< 秋 0， 则 首先 我 们 断言 这 个 解 为 屋 正 的 
用 反 诈 法 : 屋 在 问 > 0，x(Ga) = 0， 刀 为 第 一 个 雳 点 。 则 双 可 分 两 种 情形 研究 之 . 
序 当 : 一 fo， x(z) 单调 接近 于 寺 ; 
当 : 一 ao， x(z) 振动 接近 于 雾 . 
对 单调 接近 于 雾 之 情形 , 则 当 * 无 分 接近 于 ao, 有 
0<x( 人 (bi <xCt 一 Ti))， 


故 dx kz) -- ax(t) 十 px (一 Ti)) 一 pxkt 一 r(9)|: 直 一 xz) | > 0 























di xz 一 Ti)) 
和 2 X(t) 
( 因 >0，xCr 一 Ti) ) >0， > 和 元 | <1) 


故 于 > 0 当 * 接近 于 和 故 在 二 附近 x(z) 不 能 单调 减少 并 接近 于 寺 . 





其 次 对 于 x(z) 振动 接近 于 雾 可 也 推出 矛盾 如 下 : 
以 zl， 53 “六 和 一 “ 记 T(z) 之 第 1， 2 个 相对 最 小 值 ， 其 时 间 为 6 b， 
sa 旭 在 #” 有 5 


(7#) 
Ni se] ma) 十 Cs 一 TCD 
此 


而 x(zm] > 0,5> 一 a>0， 故 r(Ctm) 头 0 (否则 0 = ax(tm) 十 疏 ( 罗 ) 三 
Ka 十 2 x(ta) > 0。 了 矛盾 了 )。 














ReoEEE ER < 
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_ 由 此 可 见 m。 = x(tom) 一 (1 一 rm)) 一 全 ninx(P)， 


注意 到 一 全 >1， 故 对 mi 而 言 ,在 上 天 zt 还 有 x(t) > xz )， 这 表示 : 
(人 


->(- 习 mm- 人 -多 
| ->C9eoeor(C 久 - 
一 


七 7 (2) 上 (3) (下 


图 4 7zn 

故 x(z) 不 能 趋 于 老 . 由 此 知道 x(z) 也 不 能 振动 趋 于 才 . 

上 述 推 理 对 于 立 = 十 oo 也 可 用 , 亦 郎 x(z) 不 能 单 减 趋 于 雾 , 也 不 能 振动 趋 于 老 ， 苦 
且 当 *(z) 振动 时 x(z) 有 正 下 界 . 

下 面 对 x(a 再 话 棚 研究 之 分 三 种 情形 : (ca),x() 当 :z 一 十 oo 时 单调 减少 ,(B),x(z) 
当 z 一 十 oo 时 单调 增加 ， (7Y),x(t) 当 z 一 十 oo 时 振动 . 

(a) 是 不 可 能 的 ,因此 时 ,x(z) 有 正 下 界 , 则 
dx 人 (zt) 

Gt 








V 


.0 一 lim = 一 lim [ex(zi) 十 px 人 zt 一 T( 人 )] 一 (ec 十 0)x(oo) > 0. 


站 一 00 





(8B) x(z) 必 无 界 , 否 则 也 有 极限 ,可 如 (c) 得 矛盾 ,这 时 得 到 不 稳定 . 
(7Y) 此 时 只 要 证 wo 一 十 oo 即 可 


由 mo > (一 志 min x(t) . 知 z2v 之 Easy 


zt(z)-A<rct(z) 


故 xzCD) > (一 过) 7， 当 ，>># 


以 < :<z 十 人 为 初 姑 条 件 ( 序 用 +) 了 代 力 , 则 对 大 于 地 十 入 之 tm 


有 me>( [中 =(- 分 ， 


故 庆 ee 7]， 开 为 任意 大 之 正 整 数 . 又 一 乙 >1， 


了 0 


故 lim mm 一 十 o， .… lim mn 一 十 oo. 


旭 一 0 本 


因此 在 情形 (7) 也 得 到 不 稳定 。 定 理 5 证 些 . 
注意 这 个 定理 的 条 件 〈i) 《ii) 均 不 可 减 去. (〈i) 是 显然 的 ,而 (ii) 如 沽 弱 为 r(z) 非 
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负 实 连 敌 夯 数 , 则 例如 取 r(z) = 上 方程 化 为 
dx 人 (zi) 
dt 
这 时 如 果 a< 0,5>0,a 二 28>0, 则 得 到 零 解 是 稳定 的 . 
$ 4. 非 线 性 系 蒋 稳定 情形 的 等 价 性 
定理 7. 珊 方 程 组 (1) 是 源 近 稳定 的 。 欠 定 一 个 非 线 性 系 入 : 


一 Cax(i) 十 pxr(0). 





全 岂 一 CC 十 2zzxit 一 TD) 十 FDCx()5xzt 一 Ti)))， 《4) 
避 一 1;2;,……2) . 


此 地 


Fi 一 之 王后 和 aax 人 (人 5 和 (xpa(z 一 Ti 人 人) xn 人 zt 一 (人 )， 


(Imj)22 
工 且 有 正 数 s > 0, 使 
| 放 arma ma) 。 ET+… 十 1n 十 mm 二 十 帮 下 < 十 oo ， 


纪 
2 (7 证 j) 记 2 
了 = 一 1 


划 必 存在 一 正 数 A 一 A(cijypijFO)) > 0, 使 当 0 乏 ri() 和 入， 
则 (4) 的 霉 解 是 渐 近 稳定 ， 
证 明 亦 如 定理 2, 只 要 这 时 取 


l7 _ 志 Dr dxi er c， BF 
ss -二 Rn 了 三 和 十 Lo 十 一 一 ) 
dt 之 DOxi di (rn to) 十 之 Ox; 几 之 5 下 


而 呆 夺 (r(Ojzl-rO)= 袜 2 枚 (ez(D)+ 


1 一 1 光 ; 一 1 下 


十 3 FT 天 Gx (Ga) xGz 一 T()) 一 RD(x( 人 (xy()] = 了 矶 十 奈 。 


zi=1 O@x; 


在 |x (让 | 足够 小 时 可 使 | 厂 ,| 区 到 F. 


当 jrz(z| < 和 足够 小 时 ,可 使 | 夸 ,] 区 PCxi(t) yat)) 在 E 一 2A 入 IE 


中 成 立 . 
由 此 可 知 

QZ 

本 





< 一 PICxi(E)， ”” ”5MXo 《6E)) 过 如 TCx(E)， RE xz(ED)) 中 


tf 人 


十 ^(zm 士 jwa(6)， :> (-m= 上 人 了 


2 ?1 | 一 二 多 1 。。3X 
+ 全 mi 十 下 ] 7(a(6)， :xu(6)) 一 二 7(xa(6)， :za(6))。 
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同 理 得 证 
.定理 8. 人 = 人 (DO + ti 一 rOD)+ 袜 oOxiG 一 rCD)， 


7 十 2 
左 足 条 件 4Gi) ea 十 2>0,a,2 为 常数 ; 
(ii) 0 和 FrG) 和 和 ,和 为 常数 ; 
(着 ) 己 loley < 十 o% ， 为 足够 小 之 常数 ， 
则 原 方 程 之 寺 解 不 稳定 . 
让: 将 原 方 程 写成 


人 





4 十 (人 十 xz 一 Ti))) 十 Di cj (ti)xiGzt 一 Tt) )， 


十 了 >22 


则 存在 si > 0, 使 当 0 反 sw si 0<xGz 一 TYG) ) 秋 sl 时 就 有 
(2 十 Ge 二 本 一 7) 放 十 呈 cwCOJawie 一 7O)20. 














: 公 : 
作 比较 方程 
任 加 = (一 全 匀 XC) + 人 一 十 引 XG 一 rz)， 
其 系数 之 和 为 
二 
0 





故 以 X (三 7 疡 0， 一 全 秋 上 < 委 0 为 初 值 之 解 是 不 稳定 ， 并 且 有 -5 >0 及 X (CD) 一 


+ oo， 由 此 用 X(Cn 作 比 较 男 数 , 则 在 jx(z) | < min (eu 6) 4 有 > 作 多 )， 
玫 


取 同 样 的 初 值 x( 切 三 Xi) 一 >0， 一 人 委 上 委 0, 则 恒 有 x() 疡 X(C) .这 不 等 
式 一 直 敌 保持 到 *(z) 超出 min (et se) 为止， 而 min (et,e) 是 个 正定 数 , 但 7 可 为 任何 小 
之 正 数 ,而 x(z) 一 定 会 超过 min (eu e) 这 一 定数 。 由 此 朗 得 不 稳定 . 

定理 证 毕 ， 

定理 9. 屋 (5) 至 少 有 一 个 具 正 实 部 的 解 ,因而 (1) 之 雾 解 为 不 稳定 ;其 它 假 定 仍 如 定 
理 7。 则 存在 一 正 数 





.全 三 A(aii2riyE2) > 0 
使 当 0 入 TiC) 委 和 人 ， 


则 (4) 之 霉 解 不 稳定 。 
证明 重复 了 定理 4 之 两 种 情形 , 只 要 注意 到 当 |xi (zz) |，|w(z 一 ri()| 足够 小 时 ， 
玉 之 高 次 项 不 影响 向 量 场 (例如 图 2) 之 增长 方向 , 朗 得 证 明 , 故 略 去 之 . 
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$ 5. m 一 2 时 时 滞 界 限 的 具体 计算 
在 上 节 中 已 证 明了 一 般 性 的 定理 才 输出 了 具体 求 时 滞 界 限 的 方法 ,对 =” = 1 之 情形 ， 


已 在 [1] 中 求 出 界限 , 现 对 * = 2 时 用 两 种 方法 具体 算出 充分 条 件 之 界限 . 
以 下 首先 利用 特征 根 方 法 对 稳定 情形 之 时 汪 界 限 进行 估计 . 


{ 全 一 iii(t) 十 pwiCz 一 Tl1) 十 alzxa(t) 十 Zi2x(t Tlz)， 


人 一 alxi(t) 十 boati(Cz 一 T21) 十 -azxa(t) 十 pz2w(z 一 Tz)。 


旋 的 特征 方程 是 


C21 十 D212 一 21 Z2z 十 Dzze 一 人 
6 十 2 十 pe 一 1) 一 人 ap 十 p2 十 pa(crira 一 1) 
dal 十 Da 十 -ZaiCceira 一 工 ) 
三 [ 民 十 思 十 9g] 十 瑟 (rz) 
三 DG4A) 十 豆 ()r5)， 
此 地 DG4UD) 一 人 十 办 十 9， 


已 (ri) 一 人 [一 加 (ea 一 1) 一 ba(e ro 一 1)] 十 





CC22 十 2D2z 十 DCe 一 Araa me 1) 人 


十 [(e-ira 一 1)pa(eza 十 za) 十 (er 一 1)p2(0cl 十 2) 十 
十 (erira 一 1)(emiro 一 1)b022 一 (emira 一 1)22a(Ccpa 十 22) 一 


一 (emira 一 1)pp(Ccaa 十 ) 一 (emira 一 1)(Cerira 一 1)2222]. 
特别 有 已 (1;0) 一 0. 


取 


4 一 max [|ciil,|2|]， 
zi =1:2 
则 0 << 尹 一 一 [cn 十 pb 十 cz 十 bp] 秋 [|cn| 十 12 | 十 | ez| 十 |2z| ] 
< 44， 
CE 十 & bl 十 忆 到 
和 11 1 12 | < 8 夺 
zal 十 2D21 GZ22 十 pz 


取 加 一 64>0， 则 当 Re(M) >‰> 0 时， 
Ti 0,|ec-x| 秋 | 
1DGro)| 疡 | 站 一 [Coal 十 12 十 :|ez| 十 22)] 一 
一 [(|oal 二 la 1)Cjez| 十 12|) 十 (lol 二 
十 | 细 a|)|ez| 十 | 7)] 
过 | 人 一 | 人 44 一 8 到 三 | 24 一 8 尾 这 
(64)(24) 一 8 和 一 4 人 >>0. 
故 在 Re(CM) 过 中 ，DGCrni) 一 0 无 根 ， 对 Ti 过 0. 








其 次 命 -z=he(- 到 + < 


了 >0， 








三 寺 汪 53 有 na 本 


下 


代 
扣 
代 
人 
让 
中 稀 
各 
业 所 
| 
】 和 
遍 
四 
划 

| 
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则 当 Re ()) 一 三 ， 0 和 本 和 宝 过 时， 


|e-xe5| 区 3) 人 GE) 一 蕊 
故 当 |T。 (1)| > 64e， 
则 可 取 
|DGr)| | 丰 一 |e[lcal 二 12 十 |ez| 十 122|] 一 
一 ef[(|eal 二 jal)Clez| 二 122|) 二 (leo] 二 12)Cleal +12a1)]> 
过 |j: 一 | 44e 一 842e2 志 
志 64e[64e 一 44e] 一 842e2 一 442e2 > 0. 




















故 在 R (1) > -也 ， 0 过 ri 区 二， 17TC1D)| 三 64e， 
则 得 到 ID (1M, rr)| > 0. 
HKCCAG 履 这 里 没有 根 . 
5 下 面 要 计算 
MA 1PCD1 在 * 一 64， “= 一 卫 ; 
2 
XoE6A 7 一 0d4e， yy 一 一 064e 
它 四 边 形 边 上 尺 之 极 小 值 min |D(2) |. 
j 克 D() 一 2 十 jp 十 了 9， 
所 DCx 十 zy) 一 (x 十 1?)2 十 p(x 十 17) 十 9 三 
SRKEARANSSSNN 一 所 十 12xy 一 十 py 十 z? 十 4 一 
人 图 -5 一 (x 十 pw 十 4 一 儿 ) 十 i2xy 十 思 7)， 
故 |DGx 二 z) | 王 [(o 关 一刀 十 px 十 4)] 十 [(2x 十 加)y]?。 
在 x 一 ‰_ 上 有 


| DC 二 2) 1 一 [2 十 po 十 4 一 六 十 [(20 十 训 )7] 
此 方程 可 写 为 
| DG 十 2 雪 ) 有 一 [a 一 ?十 BY = 
一 # 十 关 [ 尺 一 2x] 十 星 or 

此 地 w 王 扩 十 bx 十 9， B 王 (2x 十 六 ). 
因为 序 一 2a 王 (2N 十 四 2 一 208 十 和 Xp 十 4) 一 

一 213 十 21p 十 记 一 24g 之 2(64) 一 2(8420 一 5642 > 0 
(但 =64，0<bp 和 44，0<9 近 842)， 
故 在 xx 王 上 ， 
1DGu 十 2)|: 之 最 小 值 为 双 王 (1 归 十 ph 十 2) 
和)<。 








了 户 
其 亦 对 “= 一 了 ,一 工 一 Re( 一 亏 十 
分 别 记 一 490 及 

太一 49<0. 




















3 期 素 元 动 等 : 稳定 性 理论 中 的 微分 方 穆 与 微分 差分 方程 的 等 价 性 问题 


349 





wu 
V 如 一 49 ， 


户 
、 耻 人 
光 ， 多 42 之 0. 也 一 -了 7 





| 站 | = Le 一 ?了 十 肥 刀 一 
一 包 十 史 (B: 一 2c) 十 o2， 
一 人 W “一 4013: 2 A/ 2 一 4 
P 一 za=2| 上 ?| + 度 -z]+ 王 > 0 
因 每 项 均 大 于 雾 之 故 . 
故 当 银 一 490， 有 


>(- 生 + 二 


当 ”一 49 雪 9， 











和 Ce2 一 二 p272 
直 


5 区 
2 ， 党 ， 


2(- 王 + 圳 | 一 多 十 y(B 一 2a) 十 吧 == 


一 y 十 2(B? 一 2a) + ( 生 二 2) 十 


十 | = 一 (大 一 引 如) |， 
- (人们 = 因 ) 际 8 Ca _ 有 8) 一 蕊 ( 一 六 十 4) > 0. 
由 此 : 当 症 一 49 < 0, 有 


(和 > ea- 由 =-_aa- 公 





对 于 靖 一 44 性 0 进一步 计算 之 


(2( 习 + 相 -人 人 于 届 





2 2 
当 则 


“人 人 
1G9 (+ 可 - 
-( 








| 





3 思 2” (中 


序 当 戎 一 4g < 0, 且 572 一 16g 志 0 时 , 则 


hp> (全 











ES 


二 2 工 3 二 
六 党 人 E 





| 
| 
| 
| 


350 有 


业 
业 
小 





而 对 太一 4 <0, 且 5 一 169 区 0 时 , 则 
一 鸭 m 疡 Co 
lpP> (一 (上 2 到) ) = 上 (tx 一 四 = 一 此 (一 10)> 





16 4 
bi- 区 ?+ 3) 十 az 民 
> 3 > 3 一 人 站 二 化 
4 4 5 20“ 


以 下 计算 y = 十 64e， 了 < xy 莹 ) 上 之 情形 : 











|DCx 十 164e)12 三 [(x2 一 3642e2) 十 px 十 9]2 十 (2x 十 放 236 .42c2. 
对 x 微 商 之 ,有 


本 


| 刀 |2 王 2(2x 十 bp)[ 妇 十 px 十 gg 十 3642c2]. 
世 


当 % > 一 3 28 十 多 之 0， 


ho | 必 


2 2 
bx 十 -36 .42e2 > -性 十 36 42e2 > 一 全 十 364222 一 和 (36c2 一 8) > 0. 
故 最 小 值 取 在 x = 一 羡 ， 则 有 
2 2 
1D (x+i64e)|2 > [(-) 一 36422 十 (一 二 ) 十 z| 和 
一 细 2 
一 |- 坟 十 4 一 36 4e| 之 [364e 一 4 > 


之 [36 42e 一 8 1] 一 44[36e2 一 8]2. 
故 最 小 值 分 别 如 下 : 
在 wx 一 上 ，| 刀 | > (十 ph 十 97); 
在 y 王 土 6d4de 上 ，| 刀 |:44(36e2 一 8)?; 








V 太一 4 
在 x 一 - 卫 上 ， 一 区 一 Re (- 二 + 卫 2 < 0: 


妆 记 一 449 之 0， | 站 > 二 ; 


， 2 
且 5 太一 167 志 0 时 ， 1pP>() ， 


9 


当 z 一 4a<o| 
且 络 一 164 <0 时 ， | 四 下 >> 允 . 


以 下 比较 上 面 五 个 值 之 大 小 : 
(1 十 ps 十 dg) 关 一 (3642 十 p64 十 9) 扩 
< .44(36 十 24 十 8) 六 一 44(68) < 44(36e2 一 8)2. 
故 尺 上 之 最 小 值 可 以 不 计 y = 土 64de 上 之 情形 。. 


由 铬 一 84(4472 -8X164: 
20 20 20 








= 一半 人 和 (364 区 (36 作 十 64 十 人 























3 期 秦 元 动 等 : 稳定 性 理论 中 的 微分 方程 与 微分 凑 分 方程 的 等 价 性 问题 351， 





故 在 x = 上 之 最 小 值 可 以 不 计 . 

















现在 只 要 比较 
37 (2) Gt 
二 卫 二 
as， 了 各 20 
此 地 = 了 一 | 立冬 | 
2 区 | 
人 
由 二 项 式 有 了 2 ee 
2 1.2 1.2.3 
当 0<ow< 志 1 成 立 。 
2 42 - 二 
了 人 p 册 一 各 = 中 汪 人 ja 。 
媚 | 尽 1 一 4| 了 1 149 
> 鼠 ( 宗 儿 妈 | 一 工 
2、2 / 作 太 刀 
2 2 2 
故 2 zzP>2 红 一 2 六 >( 工 ) 
太 人 


因此 ,只 要 比较 
首 汪 2t- 
的 及 (后 )， 
这 两 者 是 无 法 比较 大 小 ; 因 b 与 4 各 自 独 立 。 
由 此 最 后 得 到 


op>aa[( 人 7 允 ] 


现在 在 四 边 形 尺 上 ， 








| 入 W 邓 十 (64o72 = WT064 十 5634 =64WH 十 叶 ， 


故 | 瑟 (M rr) <64V1 十 224|e-z 一 1| 十 
十 842|e-iz 一 工 | 
十 242|e-iz 一 工 | 
当 |jei<< 必 1 浊 |e 一 1 29。 
故 当 | 和 r| < 了 < 1， 


| 瑟 (r)1 和 [1242VI+e 二 84 十 8 .27]. 27 区 


< [124V1+e 二 842 十 842]. 27 扫 
< [36 妇 十 1642] 27 的 
< 10477 4 














2 
0 


当 pg 冯 0 时 又 分 别 二 种 情形 研究 : 


.D (4) 三 .0 之 根 在 
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2 
郎 要 同和 ) ， 
[104 FT 


(z < 1 之 条 件 这 里 已 包 有 了 ,因为 4 巡 842; p < 





























了 沁 1 ， Ex 
本 人 )< - 《学 =- 可 他 由 
以 下 只 要 
in|(21, 吃 
扩 < 大 1 
但 |1| 和 < 64V1+ 呈 < 和 184. 
故 只 要 
， mm 人) 苔 | 
(184)2 (104427)2 
或 
人 [和 
5 和 人 下 于 又 10 和 机 | 
或 
0 委 T 反 二 min 3 2) 
即 足 够 了 . 
最 后 和 结果: 





站 
Er n (和 人 富 
以 下 转 人 对 不 稳定 情形 之 时 沾 界 限 进行 估计 


分 别 z 六 0 及 pg =0 估 计 之 . 





思 一 49 委 0， 
万 一 44 >0， 
当 刀 一 49 委 0， 人 (bp < 0)， 





ACT 


2 
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取 四 条 直线 作 长 方形 : 
人 
在 x = 一 二 上 研究 之 : 
站 (一 书 + )| | 这 | | 
1 3》 9 全 攻 和 的 怠 T 雪 人 
+ 国 - 邓 + 
” 
Z| 刀 | _ 2 亡 太 
0 2 
dy | 2 AT 9)| 
则 y 一 0 及 ?= 工 |* 一 立 + 芯 | = 
2 2 16 
= 工 |z 一 二 zz| 
， 2 这 Ta 为 解 
7 要 
[ | 这 -< 0 2 六 
分 别 4 16 才 0 及 了 15 走 之 0， 4 


当 4 一 区 六 和 0 则 y = 0 为 极 小 ， 


现 太一 49 委 0， 4 一 二 思 坪 0， 








16 
故 上 7 二 9 宝 二 7， 
Pi 
1 3 用 2 Z 
则 有 人 
Ti 
2 
故 1pP> (万 ) 
15 
mm 
当 49 1 
则 和 |L =| 志 - 辫 - 了 | 
| 
二 汪 
二 <0 


故 一 0 是 极 大 . 


[- 若 * 中 








TD 
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故 极 小 在 ? 一 寺 4 一 工 六 )， 





区。 这 3 起 本 
DL( 一 之 + ) 2 这 十 卫 | + 一 过 ) > 
2 汪汪 的 二 16 惟 16 尹 
2 2 
> | 亡 村， 16 





1) 37 
和 
但 (二 ) < 到 
改 在 * 一 一 上， 1Dj>( 辫 ) 
4 
在 yx= 一 关上 ，|D(p 十 1) 一 多 十 (万 一 29) 六 十 了， 


0 = |DI =y[37 十 2( 太 一 24)]， 


故 y 一 0，3 和 刀 十 2( 大 一 29) 一 0， 
” 当 姑 一 2g0， 则 y = 0 为 极 小 ， ， 


Dj > 人 > 的 有 


当 妃 一 44<0， 则 归 = -和 Cr 一 24) 为 极 小 ; 


| 盖 六 | 中 子 (万 一 24) | 学 咱 三 2 一 门 | 鼠 ， 
因此 在 “= 一 P 上 ，|D| > () 


以 下 研究 多 = 44 之 情形 ; | 
|1D(x 土 本 [Pz+a + 一 49]j2 十 (2x 十 p)247， 


工 | 万 | 一 2(2x 十 轨 [x2 十 zx 十 59]. 
MX 





dx 
但 妇 一 4(59) 一 (万 一 44) 一 169 委 一 1697 < 0， 
故 = 二 1D|?， 只 有 2x 十 bp=0 或 = 一 二 
GdX 2 
由 此 ;有 
| DCx 土 W 和 站 | > 2(- 二 + V49 让 站 
要 本 2 2 呈 
| 4 34| > ( 亏 ) II<0). 
总 结 得 到 : 


户 一 44 和 0 时 ， 在 四 边 形 R 上 : 


PP> ( 志 ) 
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由 DGx 十 四) 一 [ 扫 十 十 4 十 [(2x 十 四 一 2(02 十 jwr 十 94)] 太 十 y 








0 下 

es 一 .y[4 交 十 2[(2x 十 困 7 一 2( 妇 十 zw 十 4)]， 
y 
解 y 一 0 及 

几 一 六 [一 ?2 一 2 十 24 一 乓 ] 

由 一 2x 一 2 十 24 一 太一 0， 
b 土 V 4 一 太 
% 一 sw 





在 z 一 44 > 0 时 ,MV 49 一 太 为 虞 的 , 故 实 的 * 不 存在 ,因此 ,最 小 值 只 有 在 y = 0. 


故 当 世 一 4g9 >0， 则 |DGx 十 z)| 2 志 [2 十 zw 十 9]2. 
分 别 4 0 及 9<0 两 种 情形 : 
当 4 >0 时 ,由 不 稳定 性 知 训 < 0. 
取 四 边 形 Ri:: 
X 一 0， 及 x 一 一 户 0; 
”一 士 Z， 工 一 2|12| 十 Vi >0 
则 在 x 王 0 及 x= 一 训 >0 边 上 
1D| 分 别 大 于 等 于 |D(0)|: 及 |D( 一 训 )| 2. 


序 ” [4]】 及 革 [人 (一 四 十 加 (一 加 ) 十 9]2 一 殉 . 
取 y 一 士 2,， 工 =2|p| 十 Wiz|， 
则 在 7y 一 十 了 0<xw 芝 一 训 上 . 


IDCx 十 加 )|P[2 十 ar 十 9 一 妈 ]: 过 
[zz+4 一 (21p| 二 Vi19|1)5]: = 
一 4|2| [|p| 二 V 17|1]: > 


>>4.2V | [2Vig| + V191] > 72(09)2 > 02. 


故 在 Ri 上 朗 有 | 刀 |: > 94. 
其 次 对 4 < 0 之 情形 ; 
取 四 边 形 尺 :: 
一 p 十 |lp| 十 2V19| 
”> ; 
7 二 土 D， 盖 =V2(Ipl +Vicl) > 0， 





Y 一 0， % 一 


则 在 x 王 0 上 ， 多 
IDGx 十 2)|> |D(00)12 一 02; 


一 p 十 12| 十 2Wizl 
本 2 1 








一 户 十 | 四 十 2 |e| 
pc+iaI>|2( 记 玫 - 2 |3| 





)| =zlal 
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-p+ 15 上 2V15 
在 7 三 土 癌 ，0 近 xx 区 2 也 L9 | 上 ， 


| 了 DG 十 z)| 记 [2 十 rr 十 9 一 尹 ]: > 
亿 [|x| 十 |px| 二 19| 一 好 ] > 


>[( 一 户 十 加 2 + 一 户 十 2 va) +4- 可 > 


[Clal +Vilal)2+ (lzl + VDIpl+le| 一 2(0lpl + VD) 相 = 


三 万 | 了 |. 
因此 当 4 <0, 刀 一 44 >0. 在 R 上 ，||:? 之 最 小 值 大 于 等 于 min [ 刀 |7|,， 2] 


。 以 下 总 精 计算 之 : 
在 R 上 |X|* 最 大 为 〈 一 六 2? 十 (V 49 一 态 )? 一 49; 
在 RRR 上 12 最 大 为 〈 一 十 (218| 十 W 31) 


一 p 十 |p| 十 2Wilezlv: 
在 R 上 | 最 大 为 (一 上 十 也 2 人 2) 


这 些 | |: 均 小 于 或 等 于 3(|p| 十 WV191)2. 
在 纪 一 49 委 0， IDP> (过 1 











+ [V2(p| + Wi191)]2. 





在 太一 49 >0，9g > 0，| 万 |: 志 92?; 
在 妇 一 49>0，dg<0，|D1 > min [7z| ， 22] . 


注意 到 “min [z,g], 和 V zz|， 故 对 所 有 情形 : 
| 上 > 局 min [ 庆 "9 ] . 


而 对 所 有 情形 : 

Ml<V3(bl+VIgl) 芝 V3(4+MW84)< 生 164. 
故 [ECrii)| 秋 164i24|eo 一 1 十 842|eir 一 1 十 

十 24|c-ir 一 工 *. 
当 |Mr| <z7<1l 有 |e 一 1| < 入 27. 
故 当 |ir| <y<1， | 芝 164， 有 
BCr) 过 132 下 十 8 在 十 2 人 .29] .27 区 
< 88 款 7. 


要 使 [88 妈 四 < (局 mm [zu 的] ， 


只 要 有 取 
的 ) min 〈 思 ，9 ) 





《88 六、 4 
(7 < 1 之 条 件 已 包括 在 内 ,因为 |g| 和 84， |p| 入 44). 
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357 











以 下 只 要 取 
ET 
有 《881244 (16). 在 和 
因此 对 2 六 0 可 以 取 
-二 
人 一 73000 人 | 盛 ， 引 | 
朗 得 , 


当 一 0 时 ,又 分 
4 一 0， 尹 羡 0， 
及 9 六 0， 户 一 0 
两 种 情形 估计 之 : 
当 4g 王 0， 2p<0 时 ， 
D(1) 0 之 根 在 0 及 一 训 >0. 
取 四 条 直线 : 


确 站 wm 一 上 上 
2 


1DCx 十 zi) 上 王 |(x 十 示 ) 十 px 十 地 ) 下 一 
一 |x 十 1y| |x 十 yy 十 户 | 一 





=|- 二 +2| | 二 + = | 二 + 中 > 人 (的 ) 
在 yx 一 一 2 上 ， 
1DCx 十 加 ) 半 一 | 十 2 妙 lx 十 落 十 加 一 

一 | 一 2 十 z 上 一 2 十 纱 十 四 

之 4 思 ; 
在 一 土 忆 3， Z3; 一 一 >0 上 ;有 

1DGx 十 2)| 之 多 一 力 . 

故 总 合 有 |DCx 十 困 )| 上 42 





而 | 和 (22)2 十 ( 轨 ) 一 5 基 入 5(044) 委 (124)”， 
BC,r) 受 [124. 24 十 8 下 十 24. 27] .27 瓜 
二 
故 MXr|s 再 
der 
2 刀 太 


< 委 一 
724 .124 43243 


故 当 4 = 0， 可 取 和 = 一 上 





432. 人 1 “ 
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车 如 =0， 则 9 < 0 方 得 不 稳定 . 


故 |1DGx 十 2)| 志 (xz 十 9) 
则 在 x 王 0 上 ，|DGx 十 2) 上 > |1D(00) 有 = 人 ; 
而 在 、” ww 一 M2lg| 上 ,|DGx 二 z)|> 


在 ?= 士 Z, 乙 =MV2 Vigl|>0，0<x<V2l9| at 
| DGx 十 2) 郑 [ 呈 十 玫 一 妇 " 志 (2l9| 二 9 一 2|9| 六 > 人 
因此 , 当 清 = 0, 则 在 四 边 形 * = 0, * = V217|，y = 士 V219| 上 ， 
IDGCx 二 2) 天 疡 9 
人 一 刀 十 多 和 4|9| 区 32 人 < (64). 
| 瑟 (Mrzj)| 和 64.24e 一 1 十 8 和 ez 一 1 十 
十 2 人 |e-ir 一 工 | 
< [12 十 8 十 47] 入 .27 扫 
< 4847. 


故 |)z 上 入 


丈 刘斌 


0 ; 
《48 全) 


4 
或 ”258 矶 


世 SR 
故 当 尹 一 0， 可 取 和 288: 


用 李 雅 普 驱 夫 画 数 方法 对 稳定 情形 之 时 滞 界 限 进行 估计 : 


包 二 一 ax(t) 十 at 一 TI) 十 2 (2) 十 22 一 T2)， 





人 四 er 二 人) 十 大 AD 十 dk 一 t). 


将 上 方程 组 改写 成 下 烈 形式: 
人 一 (cl 十 az)x(t) 十 az[x( 人 一 Ti) 一 x(t] 十 (2 十 D)y(Cz) 十 2p[y(Ct 一 Tz) 一 y(t)] ， 
一 (cl 十 ca)x(t) 十 ci[x(G 一 Ti) 一 x(Ct)] 十 (di 十 ZD)y(t) 十 dr[y(z 一 7 一 y(b] 


作 TV(z(D)y(D) 一 ge 十 (DO) + [Ce 十 cx(D 一 (aa 十 oo)y(D] 十 
+ [(a 十 ax 人 一 (下 十 27] 


do 一 ex dx 人 ti) 汪 Bo dy) 旭 
dt ex() dz ey(t) dt 








一 一 2gCx (GD) 十 y(0)) 十 (2gx(Cz) 十 2[(cl 十 cz)x( 划 一 (al 十 aa)y(][cl 十 cj] 十 
十 2[(d: 一 CDOx(z) 一 (2 十 2)y(](Z 十 2 je[x(z 一 mm) 一 x(] 十 
十 bz[y(Ct 一 Ta) 一 ya] 十 {2gy(2 一 2[(cl 十 co)x() 一 (al 十 aa)y(](ei 十 
十 az) 一 2[(di 十 dz)x(z) 《2i， 地 22)y(z] (2 党 Po) jcz[x(t 一 g 一 “0 家 
十 do[y(z 一 TD) 一 多 切 ]). 
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记 4 一 max[|o| ,|5 cl 12|]， 
全 < 一 2pg(Ce(i) 十 六 (人 ) 十 2[(8 企 十 84)x(t) 十 (4 至 十 


十 44)|1y(9|] .4[xG 一 m) 一 x(b| 十 |y(G 一 Ta) 一 yb|] 十 
十 2[(8 到 十 84)|y( 人 (| 十 (4 和 十 44)|x 人 (|] .4[|x( 一 7) 一 xi)| 十 
十 |y(G 一 7 一 ?Co|]. 
现在 来 仔细 估 值 . 
1 人 | < |rllx(G)1 < ml4[lx()| 十 


|y(z | 叶 |x(E 一 TD)| 定 17 一 中]， 
同 理 |y(: 一 zj) 一 Y(C5| 委 |z4[|xGe | 十 |xGz 一 rz 十 |yG | 十 | ye 


取 一 /nnaX (rs T25 7T33 T T4) ， 


和 < 一 2pg(x(D) 十 六 CD) 十 


十 3244r[8 十 4X4X24 生 ](|x( 人 Ci 上 十 1913， 
由 于 [(c: 十 cz)x(t) 一 (ai 十 az)y(] 入 84[x Go) 十 六 ( 划 ]， 
F(Cx(i，y(DD) < 244(x(C) 十 (0))， 
但 另 一 方面 : 
244(x(t) 十 YY) >TGx(ty(D) >GCx CD) 十 和 (5) 〈《 米 ) 
故 如 果 x(t 一 )5y( 一 呈 ) 与 在 47Cx(CDY) 中 则 由 〈《 米 ) 有 


xz 一 让) 十 六 二 7) 区 4.244 (Ci) 十 Y CD) 














9 
因此 7(x(5,y(D)) 正定 ,而 要 使 人 负 定 ,必须 取 ， 
T 返 z9 Cs zG 
4 X 164 242 | 2564| 1 和 2 
G 9 


， 
f 1 ] 素 元 动 : 稳定 性 理论 中 微分 方程 与 微分 差分 方程 的 等 价 性 .数学 学 报 , 8 稚 4 期 (1958), 457 一 472. 


[2] Hayes，N。D.，Roots of the transcendental equation associated with aa certain difference-differential 
equation，J。Lozdooz Met1。Soc.，25 〈1950)，226 一 232. 


[3] Bellman，R.，On the_ existence and boundedness of solutions of nontinear differential-difference 
equations。4z72。Met7.，50 (1949)，347 一 355. 





# 这 个 估计 对 于 变 时 差 也 是 可 用 的 . 
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ON THE EQUIVALENCE PROBLEM OF DIFFERENTIAL 
EQUATIONS AND DIFFERENCE-DIFFERENTIAL EQUA- 
TIONS IN THE THEORY OF STABILITY 


CHIN YuAN-SHUN，LIru YING-cHING，WANG LIAN 
(7ozgtittte of Metjpexzzgticr，4cadezjia Siyzica) 


人 ABsTRACT 


I， THE PRosLEM AND THE METHODS 


The equivalence problem was proposed and solved systematically in [1] for the case 
一 1. This article treats the case for general 27， 

The problem. is to _ investigate the equivalence problem of stability between the systerm 
of differential equations 


加 (1) 
dz 了 =1 


and the system of difference-differential equations 


了 2 
oa 二 DO) GD 2) 
where aij s and js are given constants，and Tii(t) s may be non-negative real constants 
Or non-negative real continuous functions of z. 

The equivalence problem between nonlinear systems will be considered correspondingly. 

In order to solve this problem，a theorem of Hayes [2] was used in [1] while cor- 
responding complete theorems for general 2 do not seem to appear in literature。 For 
solving our problem we use two types of methods. 

The first-type method is used to treat the case when Tii(t) s are non-negative real 
constants。 In this case the relatiop between the roots of the characteristic _ equations 


DD(A) 三 | er; 十 0 一 6z; 1| 一 0 (3) 
and 
D(A; Ti -一 | ez 十 Dri e 一 Airij 一 0;; 针 - -= 0 (4) 


is investigated，and relations between (1) and (2) are deduced， 
The second-type method is to rewrite (2) in the following form 


dt) - 之 (oj 十 11)xi(D) 十 之 1xi (zt 一 TD) 一 Mi(z)) 


dt 了 =1 7 =1 





之 (czi 十 221) %iz) 中 必 (z)， ( ae 1) 。 (2 ) 
了 =1 





Typerporrrr 


























3 期 秦 元 动 等 : 稚 定 性 理论 中 的 微分 方程 与 微分 差分 方程 的 等 价 性 各 是 361 





In case Tii(is are small， 必 (tmay be regarded as small disturbances， hence pro 
perties of (2) will be deduced from (1). 


Each method has its own merits and shortcomings. 


II， Tag EoulvALENCE OF STABILITY 


Lemma 1， If all the roots of (3) possess negative real parts，then there exist two 
positive numbers A 一 A(ci pi) >0 andr 一 T(cij pij) > 0 such that all the roots of 


(4) satisfy the inequality 
Re(AM) 委 一 7 
provided that se 
0 委 ri 和 和 人 (站 mm 1， 2Z，。m， 交 


On the basis of Lemma 1 we have 

Theorem 1. If the trivial solution of (1) ia asymptotically stable，then there exists 
a posijtive constant 人 一 人 A(czi，pb1)) > 0 such that the trivial solution of (2) is also 
asymptotically stable，provided that rii(z) s are constants Tij and satisfy the inequajity 


0 委 了 纪委 和 (1 一 1， 2，…，2)。 


Using the second-type method，this theorem will be improved as follows: 
Theorem 2. The hypothesis that Tii(ti)"s are constants can be omitted，and the 


conclusion of Theorem 1 stll holds，provided that 
0 和 Tit)< 委 和 (1 一 1 2，……，2)。 


Theorems 1 and 2 are natufal generalizations of Theorem 1 of [ 匡 . 


II Ts 了 aurvALENCE OF INsTABILITY 


Lemma 2. If (3) possesses at least one root with positjive real part，then there 
exists a positive constant 人 一 人 (cij, bj) > 0 such that (4) possesses at least one Toot 
with positive real part，provided that 


0 入 Ti < 委 和 人 (7 2 


On the basis of Lemma 2 we have 
Theorem 3. If (3) possesses at least one root with positive real part，hence the 
tirivial solution of (1) is _ unstable，then there exists a real positive constant 人 王 A (oh， 


pij) > 0 such that the trivjal solution of (2) ia also unstable，provided that the zi 人 
are Ponstants and satisfy the inequality 


0 委 fi 之 和 (人 一 1 2 


Using the second-type method，this theorem will be improved as follows: 


Theorem 4.，、The hypothesis that rzi(r) s are constants can be omitted，and the 
conclusion of theorem 3 still holds，provjded that 


0 入 Tri(b) 秋 入 (1 一 1,2,，.………，72). 


Theorems 3 and 4 are only partial generalizations of Theorem 2 in [1]. In order 


to _ extend the range of T，we have the following extensions: 

















362 ” 数 学 学 报 9 千 





Lemma 3. Let D(0) and (一 1)* be of different signs，i.e.，equation (3) has odd 
number of roots with positive real parts，and 人 一 0 is not a root;i then for any system 
of real numbers ri) 0 (ij 王 1，2，.….，z2)，equation (4) possesses at least one root with 
positive real part. 

Theorem 5 Let D(0) and (一 1)” be of different signs。 The trivial solution of 
(1) is _ unstable，then the trivial solution of (2) is also _ unstable, 

In case _ that equation (3) has even number of roots with positive real parts，and 
人 一 0 is not a root，counter example is given to show that for certain 7 0，(4) has 
only roots with negative real parts， 

Theorem 6. Given a differential-difference equation 

人 = ox(z) 二 px(z 一 rn))， (5) 
whbere the constants 4 and 0 satisfy the conditions: 

(i) ce 十 上 > 0， 

(ii) r(r) is a non-negative bounded real continuou s function of * (here the uppe 
bound of Fr(r) can be any finite positive number and has no connection with ae and 2) 
then the trivjal solution of (5) is _ unstable。 


IV. NoNLINEAR CASE 


Theorem 7. Let the trivial solution of (1) be asymptotically stable。 Given a non- 
linear system 


人 = 3 (cii %i(z) 十 Dr Xi(t 于 Tzj (zt) 7)) 十 F 包 ， 《6) 
7=1 
(一 1,2，……，7)， 
where 
了 = 袜 B 儿 和 (xD 一 (0D) sgo(z 一 rn(D)， 


了 001 
and there exists an 8 0，such that 
9 人 | P 和 2， We Lo， 81 777 太 ) | BE 有 十 … 十 1p 十 7131 十 … 吓 117 了 2 < On 3 


好 1 十 mmj )22 


then there exists a positive number A 一 A(cii pi FE) > 0，such that the trivial solution 
of (6) is also asymptotically stable，provided that 


0 < mii(t) 委 入 (一 1,， 2，……，72)。 


Theorem 8. Given an equation 


人 站 十 px 一 Tt) ) 十 丰 : 《7) 


satisfying the following conditions: 
(i) ea 十 冯 >0， 


(jii) Tr(i) is non-negative real bounded continuous function， 


(说 ) 丈 三 Poaxri(t)wi(t 一 rCD)， 


1 二 22 
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and there exists an 8 > 0 such that 


>， |Pz| ei+i 一 99 ， 
十 jP2 


then the trivjal solution of (7) is_ unstable. 

Theorem 9. If (3) possesses at _ least one root with positive real part，hence the 
trivial solution of (1) is unstable，and the remaining hypotheses are the same as Theorem 
8，then there exists a positive number 

和 人 一 和 (czj， 2z1， F 人 2) > 0， 
such that the trivial solution of (6) is also unstable，provided that 
0 和 Tri) 委 和 (1 一 1,2……，z2)。 


V。 THE cASsE 8 一 2 


Both methods are applied to the case ?2 一 2 to calculate the bound 和 人 A. 
Let 4 一 Max [|orj|，|2|]， 
12 了 


户 一 一 [ea 十 pb 十 cz 十 22]， 


4 一 (oa 十 bi) (ca 十 22) 一 人 ct 十 2) (ca 十 22)， 
From the first method 人 may be taken as 


2 2 
了 Van 人 9 2 for the stable case， 








7000 44” 14 
and from the second method A may be taken as 
9 








2 三 
256 4 十 芯 | 
9 
For the case of instability， 人 和 人 may be taken as 


4 2 
min [这 把 | for 户 乓 0，9g 专 0 














23000 4” 4 
二 人 
and 
大 了 ci 
VI. REwMARKS 


The resujts can still be extended。JIn particular the first-type method can be used to 
investigate linear systems with arbitrarily large constant time lags，whereas the second-type 


method can be applied to the critical case with sufficiently small time lags。 Resultes of 
these cases w 记 be published sefparately. 
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涡 函 分 析 在 数学 物理 中 的 应 用 
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